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Пусть 𝑥 = (𝑥′, 𝑥𝑛), 𝑥′ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) – декартовы координаты в R𝑛 и R𝑛−1 соответ-
ственно, Ω ⊂ R𝑛 – область с границей класса 𝐶2, 𝑆 ⊂ Ω – многообразие без края класса
𝐶2 коразмерности 1. Обозначим через 𝜀 малый положительный параметр и через 𝜂 = 𝜂(𝜀)
функцию, удовлетворяющую неравенству: 0 < 𝜂(𝜀) 6 1. Пусть M𝜀 ⊆ 𝑁 – произвольное
множество, 𝑀 𝜀

𝑘 , 𝑘 ∈ M𝜀 – точки, удовлетворяющие условию: 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑀 𝜀
𝑘 , 𝑆) 6 𝑅0𝜀, где 𝑅0 > 0

– константа, не зависящая от 𝑘 и 𝜀. Через 𝜔𝑘,𝜂 ⊂ R𝑛, 𝑘 ∈ M𝜀 обозначим ограниченные
области c границами класса 𝐶2. Положим: 𝜔𝜀

𝑘 := {𝑥 : (𝑥−𝑀 𝜀
𝑘)𝜀−1𝜂−1 ∈ 𝜔𝑘,𝜂}, 𝜃𝜀 :=

⋃︀
𝑘∈M𝜀

𝜔𝜀
𝑘,

Ω𝜀 := Ω ∖ 𝜃𝜀. Введем множества: 𝜃𝜀 = 𝜃𝜀D ∪ 𝜃𝜀R, 𝜃𝜀♮ =
⋃︀

𝑘∈M𝜀
♮

𝜔𝜀
𝑘, ♮ ∈ {D,R}, где M𝜀

D ∩M𝜀
R = ∅,

M𝜀
D ∪M𝜀

R = M𝜀.
Обозначим через 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗(𝑥), 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖(𝑥), 𝐴0 = 𝐴0(𝑥) функции, заданные в Ω и

удовлетворяющие следующим условиям: 𝐴𝑖𝑗, 𝐴𝑖 ∈ 𝑊 1
∞(Ω), 𝐴0 ∈ 𝐿∞(Ω), 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 =

1, . . . , 𝑛,
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 > 𝑐0|𝜉|2, 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 = (𝜉1 . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛, где 𝑐0 > 0 – константа, не

зависящая от 𝑥 и 𝜉. Пусть 𝑎 = 𝑎(𝑥, 𝑢) – функция, удовлетворяющая условию: |𝑎(𝑥, 𝑢1) −
𝑎(𝑥, 𝑢2)| 6 𝑎0|𝑢1 − 𝑢2|, 𝑎(𝑥, 0) = 0, где 𝑎0 – константа, не зависящая от 𝑥, 𝑢1 и 𝑢2.

Рассматривается краевая задача:(︃
−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝐴𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

− 𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝐴𝑗 + 𝐴0 − 𝜆

)︃
𝑢𝜀 = 𝑓 в Ω𝜀, 𝑢𝜀 = 0 на 𝜕Ω,

𝑢𝜀 = 0 на 𝜕𝜃𝜀D,
𝜕𝑢𝜀

𝜕n
+ 𝑎(·, 𝑢𝜀) = 0 на 𝜕𝜃𝜀R,

𝜕

𝜕n
=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗 cos(𝜈,𝑂𝑥𝑖)
𝜕

𝜕𝑥𝑗

,

(1)
где 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω), 𝜆 – вещественное число, cos(𝜈,𝑂𝑥𝑖) – косинус угла между осью 𝑂𝑥𝑖 и еди-
ничной нормалью 𝜈 к 𝜕𝜃𝜀R, направленной внутрь множества 𝜃𝜀R. Введем еще одну краевую
задачу:(︃
−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝐴𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

− 𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝐴𝑗 + 𝐴0 − 𝜆

)︃
𝑢0 = 𝑓 в Ω∖𝑆, 𝑢0 = 0 на 𝜕Ω∪𝑆.

(2)

Наш первый основной результат утверждает, что при условии
𝜀

𝜂𝑛−2(𝜀)
→ +0, 𝜀 → +0

и некоторых дополнительных предположениях относительно многообразия 𝑆 и отверстий
𝜔𝜀
𝑘 верно неравенство:
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‖𝑢𝜀 − 𝑢0‖𝑊 1
2 (Ω

𝜀) 6 𝐶

(︂
𝜀

𝜂𝑛−2(𝜀)

)︂ 1
2

‖𝑓‖𝐿2(Ω),

где константа 𝐶 не зависит от 𝜀 и 𝑓 .
Наш второй основной результат утверждает, что при периодическом расположении от-

верстий 𝜔𝜀
𝑘 и некоторых дополнительных предположениях относительно функций, участ-

вующих в постановке задачи (1), асимптотика решения задачи (1) в норме 𝑊 1
2 (Ω𝜀) имеет

вид

𝑢𝜀(𝑥, 𝜉, 𝜂) =𝜒

(︂
𝑥𝑛

𝜀
1
2

)︂ 𝑁∑︁
𝑚=0

𝜀𝑚𝑢𝑚(𝑥, 𝜂) +

(︂
1 − 𝜒

(︂
𝑥𝑛

𝜀
1
2

)︂)︂ 𝑁∑︁
𝑚=1

𝜀𝑚𝑣𝑚(𝜉, 𝑥′, 𝜂)

+ 𝑂
(︁
𝜀−

1
4

(︁
(𝜀𝜂−𝑛+2)𝑁+1 + 𝜀

𝑁+1
2

)︁)︁
,

где 𝜉 = (𝜉′, 𝜉𝑛) = (𝑥′𝜀−1, 𝑥𝑛𝜀
−1), 𝜒 = 𝜒(𝑥𝑛) – бесконечно дифференцируемая срезающая

функция, равная нулю при |𝑥𝑛| < 1 и единице при |𝑥𝑛| > 2, 𝑁 – произвольное натуральное
число, функция 𝑢0 – решение задачи (2), функции 𝑢𝑚, 𝑚 > 1 – решения задачи (2) с 𝑓 = 0,
функции 𝑣𝑚 – решения задач

− ∆𝜉𝑣1 = 0 в R𝑛 ∖ �̆�𝜂, 𝑣1 = 0 на 𝜕𝜔𝜂
D,

𝜕𝑣1
𝜕𝜈𝜉

= 0 на 𝜕�̆�𝜂
R,

− ∆𝜉𝑣𝑚 = 𝑓𝑚 в R𝑛 ∖ �̆�𝜂,
𝜕𝑣𝑚
𝜕𝜈𝜉

= −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜕𝑣𝑚−1

𝜕𝑥𝑖

𝜈𝑖 − 𝐿𝑚−1(𝑣1, . . . , 𝑣𝑚−1) на 𝜕�̆�𝜂
R,

𝑓𝑚 :=
𝜉𝑚−2
𝑛

(𝑚− 2)!

𝜕𝑚−2𝑓

𝜕𝑥𝑚−2
𝑛

(𝑥′, 0) + 2
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜕2𝑣𝑚−1

𝜕𝜉𝑖𝜕𝑥𝑖

+ (∆𝑥′ + 𝜆)𝑣𝑚−2, 𝑚 > 2, 𝑣0 := 0,

𝑣𝑚(𝜉, 𝑥′, 𝜂) =
𝑚∑︁
𝑗=0

1

𝑗!

𝜕𝑗𝑢𝑚−𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝑛

(𝑥′,±0, 𝜂)𝜉𝑗𝑛 + 𝑜(1), 𝑚 > 1 𝜉𝑛 → ±∞,

где обозначено: �̆�𝜂
♭ =

⋃︀
𝑘∈𝑍𝑛−1

{𝜉 : 𝜂−1(𝜉 −𝑀𝑘 −𝑀♭) ∈ 𝜔♭} , ♭ ∈ {R,D}, 𝑀D, 𝑀R – фикси-

рованные точки, 𝜔D, 𝜔R – некоторые фиксированные ограниченные множества, 𝑀𝑘 =
(𝑏1𝑘1, . . . , 𝑏𝑛−1𝑘𝑛−1, 0), �̆�𝜂 := �̆�𝜂

D ∪ �̆�𝜂
R, 𝜈𝜉 – единичная нормаль к 𝜕�̆�𝜂

R, направленная внутрь
�̆�𝜂
R, 𝜈𝑖 – компоненты вектора 𝜈𝜉, 𝐿𝑚 – некоторые фиксированные полиномы такие, что для

каждого монома вида 𝐶𝑣𝑝11 𝑣𝑝22 . . . 𝑣𝑝𝑚𝑚 выполнено 𝑝1 + 2𝑝2 + . . . + 𝑚𝑝𝑚 = 𝑚.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 20-11-

19995).
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