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Рассматривается задача о поиске высокочастотных собственных функций и значений
оператора Лапласа, локализованных вблизи гладкой границы области

−∆𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜆2𝑢(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω.

Здесь (𝑥, 𝑦) — декартовы координаты, Ω — область, а Γ = 𝜕Ω — ее гладкая граница. Счи-
таем, что 𝜆2 ≫ 1, и нас интересует поведение собственных функций именно при больших
значениях 𝜆. Мы строим собственные функции внутри указанной области, ставя на гра-
нице нулевые условия Дирихле: 𝑢|Γ = 0. Такая постановка задачи представляет интерес с
точки зрения изучения шепчущих галерей, возникающих в окрестности границы области
(см., например, [1]).

Следуя [1] мы вводим локальные координаты вблизи границы (𝑠, 𝑛), где 𝑠 — длина
дуги границы, отсчитанная от некоторой фиксированной точки, а 𝑛 — координата вдоль
нормали к границе в точке 𝑠, равная нулю на самой границе 𝑠, и отрицательная внутри
области. В таких координатах оператор Лапласа принимает вид
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где 𝐴(𝑠, 𝑛) = 1 + 𝑛/𝜌(𝑠). Здесь 𝜌(𝑠) — радиус кривизны границы в точке 𝑠. Мы считаем,
что функция 𝜌(𝑠) является периодической с периодом 𝐿, где 𝐿 — длина границы Γ.

В силу условия локализованности собственных функций в окрестности границы обла-
сти в задаче возникает разделение переменных на быстрые (переменная 𝑛) и медленные
(переменная 𝑠). В этом случае мы можем воспользоваться адиабатическим разделением
перменных (см., например, [2]). Подобная процедура разделения переменных приводит
представлению собственных функций в виде произведения функции Эйри и ряда из ос-
циллирующих экспонент.

Отметим, что в частном случае, когда область Ω является кругом, подобные лока-
лизованные собственные функции хорошо известны и представляют собой произведение
осциллирующей экспоненты и функции Бесселя.

Также отметим, что в [1] было построено локализованное в окрестности окружности
приближенное решение уравнения Гельмгольца при высоких частотах в виде произведения
осциллирующей экспоненты и функции Эйри. На основании такого представления там же
было построено приближеное решение уравнения Гельмгольца для произвольной гладкой
границы в виде произведения осциллирующей экспоненты и функции Эйри, но в качестве
аргументов этих функций уже вытупали ряды по отрицательным степеням частоты с
коэффциентами в виде полиномов по переменной 𝑛, для определения которых возникает
рекуррентная система дифференциальных уравнений.
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