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Предположим, что для каждого 𝛼 ∈ [0, 1] нам дан cледующий эллиптический оператор
второго порядка

𝐿𝛼𝜑 = 𝑎𝑖𝑗𝛼𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜑 + 𝑏𝑖𝛼𝜕𝑥𝑖
𝜑, 𝜑 ∈ 𝐶∞

0 (Ω)

c вещественными коэффициентами 𝑏𝑖𝛼 на R𝑑, удовлетворяющими следующему условию:
для каждого шара 𝑈 ⊂ R𝑑 имеем

sup
𝛼

‖𝑏𝑖𝛼‖𝐿𝑝(𝑈) 6 𝑀(𝑈) < ∞, (1)

где 𝑝 = 𝑝(𝑈) > 𝑑.
Предположим также, что для всякого 𝛼 есть единственная вероятностная мера 𝜇𝛼,

удовлетворяющая уравнению 𝐿*
𝛼𝜇𝛼 = 0.

В работе [6] приведены достаточные условия для дифференцируемости решений стаци-
онарного уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова по параметру в виде следующей тео-
ремы

Теорема 1: Пусть выполнены условия (1). Предположим, что для каждого шара 𝑈
отображения 𝛼 ↦→ 𝑎𝑖𝑗𝛼 |𝑈 , 𝛼 ↦→ 𝜕𝑥𝑘

𝑎𝑖𝑗𝛼 |𝑈 и 𝛼 ↦→ 𝑏𝑖𝛼|𝑈 в 𝐿1(𝑈) непрерывно дифференцируемо.
Положим

𝐵𝛼 =
(︀
𝜕𝛼𝑏

1
𝛼, . . . , 𝜕𝛼𝑏

𝑑
𝛼

)︀
, 𝑆𝛼 =

(︀
𝜕𝛼𝑎

𝑖𝑗
𝛼

)︀
𝑖,𝑗≤𝑑

, 𝑅𝛼 =
(︀
𝑅1

𝛼, . . . , 𝑅
𝑑
𝛼

)︀
, 𝑅𝑖

𝛼 = 𝜕𝛼𝜕𝑥𝑗
𝑎𝑖𝑗𝛼 .

Будем предполагать, что выпуклые комбинации Λ𝛼,𝜃 := 𝜃𝐴𝛼 + (1 − 𝜃)𝐴𝛼0 для некоторого
фиксированного 𝛼0 ∈ (0, 1) удовлетворяют оценке (с операторной нормой)

sup
𝜃∈[0,1]

sup
𝛼,𝑥

⃦⃦⃦
Λ

1/2
𝛼,𝜃 (𝑥)𝜕𝛼Λ𝛼,𝜃(𝑥)Λ

−1/2
𝛼,𝜃 (𝑥)

⃦⃦⃦
6 𝜆0 < ∞ (2)

Предположим, что существует такая функция 𝑉 ∈ 𝐶2
(︀
R𝑑

)︀
, что lim|𝑥|→∞ 𝑉 (𝑥) = +∞

и вне некоторого шара при всех 𝛼 имеем

𝐿𝛼𝑉 (𝑥) 6 −𝑊 (𝑥),

где 𝑊 ≥ 0 – борелевская функция с lim|𝑥|→∞ 𝑊 (𝑥) = +∞. Предположим также, что для
некоторых чисел 𝐶𝑉 ,𝑚 > 1 мы имеем

|𝑏𝛼|2 +
⃒⃒
𝐴−1/2

𝛼 (𝜕𝛼𝑏𝛼 − 𝜕𝛼 div𝐴𝛼)
⃒⃒2

+ |𝐿𝛼𝑉 | 6 𝐶𝑉 𝑉
𝑚𝑊, (3)

⟨𝐴𝛼∇𝑉,∇𝑉 ⟩ 6 𝐶𝑉 𝑉
𝑚. (4)

Наконец, допустим, что для некоторого 𝜀 < 1
4𝑚+1

имеется шар, вне которого при всех
𝛼 имеем
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⟨𝐴𝛼∇𝑉,∇𝑉 ⟩ 6 𝜀𝑉 𝑊. (5)

Тогда производная 𝜕𝛼𝜚𝛼 существует и при каждом 𝛼 ∈ (0, 1) удовлетворяет уравнению

𝐿*
𝛼𝜕𝛼𝜌𝛼 = div (𝐵𝛼𝜚𝛼 −𝑅𝛼𝜚𝛼 − 𝑆𝛼∇𝜚𝛼) .

Напомним, что отображение 𝛼 ↦→ 𝑓𝛼 из (0, 1) в 𝐿𝑝(𝑈) дифференцируемо, если существу-
ет отображение 𝛼 ↦→ 𝑔𝛼 из (0, 1) в 𝐿𝑝(𝑈) такое, что (𝑓𝛼+𝑠 − 𝑓𝛼) /𝑠 → 𝑔𝛼 в 𝐿𝑝(𝑈) при 𝑠 → 0 с
фиксированным 𝛼 ∈ (0, 1). Если 𝛼 ↦→ 𝑔𝛼 непрерывно, то 𝑓𝛼 непрерывно дифференцируемо
в 𝐿𝑝.

Условие (2) выполнено, если операторы 𝐴,𝐴−1, 𝜕𝛼𝐴𝛼 равномерно ограничены. Оно оче-
видным образом выполнено, если 𝐴𝛼(𝑥) не зависит от 𝛼 для всех 𝑥 вне некоторого шара
и 𝜕𝛼𝐴𝛼 ограничено. Наконец, оно также выполнено, если операторы 𝐴𝛼(𝑥) коммутируют
при различных 𝛼 и 𝜕𝛼𝐴𝛼 ограничено.

Условия (4) и (5) выглядят похожими. В общем случае они независимы, но если 𝑊
много сильнее, чем 𝑉 , скажем, 𝑊 6 𝑉 𝑚, то (4) влечет (5). С другой стороны, если 𝑊
умеренно по сравнению с 𝑉 , скажем, 𝑊 6 𝑉 𝑚−1, то (5) на всем пространстве влечет (4).

При этом доказательство данного результата в цитируемой работе довольно сложно
аналитически для распространения на более высокие порядки дифференцируемости.

Цель данного доклада представить иной метод доказательства достаточных условий
для дифференцируемости по параметру 𝛼 решений стационарного уравнения Фоккера-
Планка-Колмогорова с матрицей диффузии 𝐴𝛼(𝑥) = 𝐼𝑑, где 𝐼𝑑 является единичной матри-
цей порядка 𝑑, с помощью которого можно вывести условия дифференцируемости второго
порядка.
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