Об аналоге уравнения Хатчинсона в биофизической нейродинамике
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В 1948 году эколог Д. Э. Хатчинсон, изучая динамику численности популяции, обобщил логистическое уравнение Ферхюльста, добавив постоянное время запаздывания (время полового созревания особей) в множитель, ограничивающий рост популяции [1], что привело к возникновению нетривиальных автоколебательных решений. В частности, оказалось, что период таких автоколебаний может быть гораздо больше, чем время запаздывания. К тому времени, похожие автоколебательные решения уже были известны в модели Лотки-Вольтерра, описывающей динамику численности двух популяций (условно, «хищников» и «жертв») при одностороннем антагонистическом взаимодействии между ними. Однако возникновение подобных автоколебаний для одного уравнения с запаздыванием стало неожиданностью, поэтому возникло именное «уравнение Хатчинсона».

В данной работе показано, что можно получить аналог уравнения Хатчинсона, в вышеуказанном смысле, для биофизической модели возбудимости нейрона.

Следует предварительно напомнить два факта. Во-первых, генерация нейроном потенциала действия («спайка») является проявлением нелинейной импульсной релаксации трансмембранного потенциала нейрона к стационарному физиологическому значению, т.н. потенциалу покоя. Во-вторых, стимуляция нейрона постоянным током служит базовым электрофизиологическим методом изучения спайкового отклика нейрона и идентификации типа возбудимости нейрона (по Ходжкину [2]).

Модель Моррис-Лекара (ML) [3], наряду с более сложной моделью Ходжкина-Хаксли [4], - классическая биофизическая модель возбудимости нейрона (хотя изначально модель разработана для возбудимости мышечного волокна), учитывающая динамику потенциал-зависимых ионных каналов и правдоподобно описывающая профиль спайка. Математически, ML модель состоит из «жесткой» системы двух нелинейных дифференциальных уравнений: динамического уравнения на трансмембранный потенциал (V) нейрона и релаксационного уравнения на безразмерную проводимость (w) ионов калия, которую также можно считать вероятностью открытия калиевых ионных каналов в мембране нейрона. Спайки представляют собой характерные колебания потенциала V (см. рис. 1). Скорость изменения потенциала V зависит от текущего значения w так, что динамика w обеспечивает отрицательную обратную связь по отношению к динамике V. В свою очередь, скорость изменения w пропорциональна разности между текущим значением w и "стационарным" (равновесным, асимптотическим) значением w∞(V), к которому стремится w при выключении стимуляции и которое нелинейно зависит от V. 

Если полностью пренебречь релаксационной динамикой w и приравнять w(t) = w∞(V(t)), то генерации спайков в ML модели не происходит. Чтобы разумно упростить релаксационную динамику, можно заменить исходное уравнение для w равенством w(t) = w∞(V(t–tdel)), где tdel = const - фиксированная временная задержка в несколько миллисекунд. В этом случае, при стимуляции нейрона постоянным током, спайки возникают (рис. 1), более того, сохраняется исходный тип возбудимости нейрона. В частности, для параметров ML модели, дающих первый тип возбудимости, средняя частота генерации спайков как функция силы тока по-прежнему монотонно возрастает с нулевого значения.

В результате получено, что можно сформулировать биофизически реалистичную (в отношении формы спайка) модель возбудимости нейрона, состоящую всего из одного уравнения на потенциал нейрона. Данный результат опровергает распространенное убеждение в том, что минимальное число уравнений в динамической модели возбудимости нейрона для описания более-менее реалистичной формы спайка должно быть равно двум - как в исходной ML модели или модели ФитцХью-Нагумо [6, 7], возникшей в результате попыток упрощения модели Ходжкина-Хаксли.
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	Рис. 1. Зависимость потенциала V модельного нейрона от времени t при стимуляции постоянным деполяризующим током 45 µA/cm2: серая кривая – исходная ML модель из двух уравнений, черная кривая – упрощенная модель, состоящая из одного уравнения с запаздыванием. Параметры ML модели взяты из [5] для 1-го типа возбудимости.
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