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1. Введение
Мы будем следовать терминологии книги [?].
Пусть 𝐸 - векторное пространство, 𝐺 - некоторое пространство линейных функиона-

лов на 𝐸, разделяющее точки. Алгебру, образованную 𝐺−цилиндрическими множествами
будем обозначать символом A(𝐸,𝐺).

Помимо ограниченных в полной вариации цилиндрических мер мы будем рассматри-
вать и такие цилиндрические меры, которые неограничены в полной вариации. но конечны
на каждом множестве.

В книге [?] преобразование Фурье определяется только для ограниченных в полной
вариации цилиндрических мер. Легко понять, что для неограниченных в полной вариации
цилиндрических мер его также можно определить. Кроме того, для этих мер остаётся в
силе теорема о том, что две цилиндрические меры равны тогда и только тогда, когда
равны их преобразования Фурье.

Всюду далее мы будем рассматривать этот общий случай цилиндрических мер.

2. Цилиндрические производные
𝐺−цилиндрическая мера 𝜇 называется дифференцируемой по Фомину по направле-

нию ℎ ∈ 𝐸, если существует такая 𝐺−цилиндрическая мера 𝜇′
ℎ, что ∀ 𝐺−цилиндрического

множества 𝐴 ∃ lim
𝑡→0

𝜇(𝐴+𝑡ℎ)−𝜇(𝐴)
𝑡

= 𝜇′
ℎ(𝐴). В этом случае 𝜇′

ℎ называется цилиндрической про-
изводной меры 𝜇 по направлению ℎ.

Стоит отметить, что существование указанного конечного предела для любого ци-
линдрического множества 𝐴 влечёт существование функции 𝜇′

ℎ(𝐴), счётно-аддитивной
на каждой 𝜎−подалгебре алгебры A(𝐸,𝐺), полученной как полный прообраз борелевской
𝜎−алгебры некоторого пространства R𝑛 при отображении вида 𝑥 −→ (𝑔1(𝑥), ..., 𝑔𝑛(𝑥)), 𝑔𝑖 ∈
𝐺 (такую 𝜎-алгебру обозначают символом A𝑔1,..,𝑔𝑛). Это напрямую вытекает из замечания,
сделанного в начале статьи [?]. Таким образом, 𝜇′

ℎ автоматически является цилиндриче-
ской мерой.
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Используя это определение, можно доказать, что существует неограниченные в полной
вариации цилиндрические меры.

Пример. Пусть𝐵 - самосопряжённый положительноопределённый оператор Гильберта-
Шмидта в гильбертовом простанстве 𝐻. Пусть 𝜇 - гауссовская цилиндрическая мера с
корреляционным оператором 𝐵. Тогда ∀ℎ ∈ 𝐻 ∃ 𝜇′

ℎ, причём ∃ℎ ∈ 𝐻 такой, что 𝜇′
ℎ не

ограничена в полной вариации.
Тот факт, что ∀ℎ ∈ 𝐻 ∃ 𝜇′

ℎ вытекает из аналогичного утверждения для конечномерных
гауссовских мер и теоремы о замене переменной.

Покажем, что существуют производные цилиндрических гауссовских мер, не ограни-
ченные по вариации.

Пусть 𝑒𝑛 - базис, т.е. полная ортонормированная система,𝐻, состоящий из собственных
векторов оператора 𝐵, т.е. 𝐵𝑒𝑛 = 𝛽𝑛𝑒𝑛, причём 𝛽𝑛 > 0 и 𝛽𝑛 −→ 0 при 𝑛 −→ 0. Введём
цилиндрические множества 𝐴𝑛 = {𝑥 ∈ 𝐻 : (𝑥, 𝑒𝑛) ≥ 0}. Тогда произвольный вестор ℎ ∈ 𝐻

можно представить в виде ряда ℎ =
+∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛𝑒𝑛.

Так как образ меры 𝜇 относительно ортогонального проектирования пространства𝐻 на
одномерное подпространство, порождённое вектором 𝑒𝑛 задаётся плотностью 1√

2𝜋𝛽𝑛
𝑒−

𝑥2

2𝛽𝑛 ,

то мы имеем следующую цепочку равенств 𝜇′
ℎ(𝐴𝑛) = lim

𝑡−→0

𝜇(𝐴𝑛+𝑡ℎ)−𝜇(𝐴𝑛)
𝑡

= lim
𝑡−→0

1√
2𝜋𝛽𝑛

+∞∫︀
𝑡𝛼𝑛

𝑒
− 𝑥2

2𝛽𝑛 𝑑𝑥− 1√
2𝜋𝛽𝑛

+∞∫︀
0

𝑒
− 𝑥2

2𝛽𝑛 𝑑𝑥

𝑡
=

lim
𝑡−→0

1√
2𝜋𝛽𝑛

+∞∫︀
0

𝑒
− (𝑦+𝑡𝛼𝑛)2

2𝛽𝑛 𝑑𝑦− 1√
2𝜋𝛽𝑛

+∞∫︀
0

𝑒
− 𝑦2

2𝛽𝑛 𝑑𝑦

𝑡
= 1√

2𝜋𝛽𝑛

+∞∫︀
0

(𝑒−
(𝑦+𝑡𝛼𝑛)2

2𝛽𝑛 )′𝑑𝑦 =

= 1√
2𝜋𝛽𝑛

+∞∫︀
0

(𝑒−
(𝑦+𝑡𝛼𝑛)2

2𝛽𝑛 )′|𝑡=0𝑑𝑦 = − 𝛼𝑛√
2𝜋𝛽𝑛𝛽𝑛

+∞∫︀
0

𝑒−
𝑦2

2𝛽𝑛 𝑦𝑑𝑦 = − 𝛼𝑛√
2𝜋𝛽𝑛

+∞∫︀
0

𝑒−
𝑢2

2 𝑢𝑑𝑢 = 𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝐾, где 𝐾 -

ненулевое число, не зависящее от 𝑛.
Заметим, что (𝛼𝑛) ∈ 𝑙2, а 1

𝛽𝑛
−→ ∞, а значит ( 1

𝛽𝑛
) /∈ 𝑙2. Если бы ∀ℎ ∈ 𝐻 цилиндрическая

мера 𝜇′
ℎ была бы ограничена по вариации, то ∀(𝛼𝑛) ∈ 𝑙2 последовательность (𝛼𝑛

𝛽𝑛
) была бы

ограничена.
Зададим оператор ̂︀𝐵 : 𝑙∞ −→ 𝑙2 формулой: ∀𝑥 ∈ 𝑙∞, 𝑥 = (𝑥𝑛), ̂︀𝐵𝑥 = (𝛽𝑛𝑥𝑛). В силу того,

что ∀(𝛼𝑛) ∈ 𝑙2 последовательность (𝛼𝑛

𝛽𝑛
) ограничена, оператор ̂︀𝐵 является биекцией. Легко

понять, что он непрерывен. Значит по теореме об обратном операторе ̂︀𝐵−1 также должен
быть непрерывным, но в силу того, что 1

𝛽𝑛
−→ ∞ это, очевидно, неверно.

Основные свойства преобразования Фурье верны и для цилиндрических мер, как по-
казывает следующее предложение.

Предположим, что 𝜇 обладает цилиндрической производной 𝜇′
ℎ по направлению ℎ ∈ 𝐸

и для каждого линейного функционала 𝑔 ∈ 𝐺 мера 𝜇𝑔−1 обладает непрерывно дифферен-
цируемой и интегрируемой вместе со своей производной плотностью. Тогда справедливо
равенство ̃︁𝜇′

ℎ(𝑔) = −𝑖𝑔(ℎ)̃︀𝜇(𝑔).
Доказательство.
Из определения производной по направлению получаем (𝜇′

ℎ𝑔
−1)(𝐴) = 𝜇′

ℎ(𝑔
−1(𝐴)) =

lim
𝑡→0

𝜇(𝑔−1(𝐴)+𝑡ℎ)−𝜇(𝑔−1(𝐴))
𝑡

= lim
𝑡→0

𝜇(𝑔−1(𝐴+𝑡𝑔(ℎ)))−𝜇(𝑔−1(𝐴))
𝑡

= 𝑔(ℎ)(𝜇𝑔−1)′(𝐴).
Пусть 𝜌 - плотность меры 𝜇𝑔−1, тогда из теоремы Лебега о мажорируемой сходимости

имеем, 𝜌′ - плотность меры (𝜇𝑔−1)′.
По формуле замены переменной̃︁𝜇′

ℎ(𝑔) =
∫︀
𝐸

𝑒𝑖𝑔(𝑥)𝜇′
ℎ(𝑑𝑥) =

∫︀
R
𝑒𝑖𝑣(𝜇′

ℎ𝑔
−1)(𝑑𝑣) = 𝑔(ℎ)

∫︀
R
𝑒𝑖𝑣(𝜇𝑔−1)′(𝑑𝑣) =
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𝑔(ℎ)
∫︀
R
𝑒𝑖𝑣𝜌′𝑑𝑣. По одному из основных свойств преобразования Фурье последний интеграл

равен −𝑔(ℎ)
∫︀
R
(𝑒𝑖𝑣)′𝜌𝑑𝑣 = −𝑖𝑔(ℎ)

∫︀
R
𝑒𝑖𝑣𝜌𝑑𝑣 = −𝑖𝑔(ℎ)

∫︀
𝐸

𝑒𝑖𝑔(𝑥)𝜇(𝑑𝑥) = −𝑖𝑔(ℎ)̃︀𝜇(𝑔). Равенство до-

казано. �

3. Интегрирование цилиндрических функций
Дадим очень важное определение функции, интегрируемой по цилиндрической мере.
Пусть 𝜇 - 𝐺−цилиндрическая мера на 𝐸.
Пусть 𝑓 - цилиндрическая функция на 𝐸, т.е. существует такое непрерывное линейное

отображение 𝑃 : 𝐸 −→ R𝑛 = 𝑃𝐸 в топологии 𝜎(𝐸,𝐺), т.е. 𝑃 (𝑥) = (𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), ..., 𝑔𝑛(𝑥)),
где 𝑔𝑖 ∈ 𝐺, и такая борелевская функция 𝜙 на 𝑃𝐸, что 𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑃 (𝑥))∀𝑥 ∈ 𝐸. Для
удобства будем предполагать, что все 𝑔𝑖 линейно независимы.

Сначала дадим определение интеграла от 𝑓 по цилиндрическому множеству 𝐶. Если
𝐶 ∈ 𝑃−1(ℬ(𝑃𝐸)) = A𝑔1,..,𝑔𝑛 , то определение дать легко,

∫︀
𝐶

𝑓𝜇(𝑑𝑥) =
∫︀

𝑃 (𝐶)

𝜙 𝜇𝑃−1(𝑑𝑥). В

случае 𝐶 /∈ 𝑃−1(ℬ(𝑃𝐸)) приходится использовать более сложную конструкцию.
Пусть 𝑄 = (𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑚), 𝑙𝑖 ∈ 𝐺, - отображение 𝐸 в R𝑚 = 𝑄𝐸, 𝐵 борелевское под-

множество 𝑄𝐸, такие, что 𝐶 = 𝑄−1(𝐵). Предположим, как и ранее, что все 𝑙𝑖 линейно
независимы.

Пусть ℎ1, ..., ℎ𝑘 - базис пространства < 𝑙1, ..., 𝑙𝑚, 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 >. Введём отображение 𝐿 :
𝐸 −→ R𝑘 = 𝐿𝐸,𝐿(𝑥) = (ℎ1(𝑥), ℎ2(𝑥), ..., ℎ𝑘(𝑥)). Очевидно, существуют такие линейные
отображения 𝑃1, 𝑄1 в 𝐿𝐸, что 𝑃 = 𝑃1 ∘ 𝐿,𝑄 = 𝑄1 ∘ 𝐿. Определим функцию 𝜙

𝐿𝐸
(𝑦) =

𝜙(𝑃1(𝑦))∀𝑦 ∈ 𝐿𝐸 и множество 𝐵𝐿𝐸 = 𝑄−1
1 (𝐵). Если функция 𝜙

𝐿𝐸
интегрируема по изме-

римому пространству 𝐵𝐿𝐸 с сужением борелевской 𝜎 - алгебры 𝐿𝐸 на 𝐵𝐿𝐸 по мере 𝜇𝐿−1,
то мы говорим, что ∃

∫︀
𝐶

𝑓𝜇(𝑑𝑥) =
∫︀

𝐵𝐿𝐸

𝜙
𝐿𝐸

𝜇𝐿−1(𝑑𝑥).

Несложно понять, что благодаря теореме о замене переменной и свойству согласо-
ванности конечномерных проекций меры 𝜇, данное определение интеграла не зависит от
основания цилиндра 𝐶, а также от выбора функции 𝜙 в представлении функции 𝑓 .

Цилиндрическая функция 𝑓 называется интегрируемой по цилиндрической мере 𝜇,
если для любого 𝐺-цилиндрического множества 𝐶 ∃

∫︀
𝐶

𝑓𝜇(𝑑𝑥).

Из этого определения следует, что 𝑓 будет интегрируема по любой 𝜎-алгебре A𝑓1,..,𝑓𝑚(𝑓𝑖 ∈
𝐺) с сужением меры 𝜇 в следующем смысле. Если 𝑓 измерима относительно A𝑔1,..,𝑔𝑛 , то
она будет измерима и относительно A𝑓1,..,𝑓𝑚,𝑔1,..,𝑔𝑛 , а следовательно для любого 𝐶 ∈ A𝑓1,..,𝑓𝑚

определён
∫︀
𝐶

𝑓𝜇(𝑑𝑥).

Отметим, что в описанной выше конструкции для интегрируемости 𝑓 недостаточно её
интегрируемости по 𝜎-алгебре A𝑔1,..,𝑔𝑛 , где 𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑔1(𝑥), ..., 𝑔𝑛(𝑥)) и 𝜙 - борелевская функ-
ция на R𝑛. Однако для определения преобразования Фурье достаточно интегрируемости
функции 𝑒𝑖𝑔(·) лишь в этом узком смысле.

Теперь можно дать определение функции на меру.
Пусть цилиндрическая функция 𝑓 интегрируема относительно цилиндрической ме-

ры 𝜇. Цилиндрическая мера 𝜈 называется произведением 𝜇 и 𝑓 (𝜈 = 𝑓𝜇), если ∀𝐶 ∈
A(𝐸,𝐺) 𝜈(𝐶) =

∫︀
𝐶

𝑓𝜇(𝑑𝑥) .
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Пусть 𝜈 - счётно-аддитивная мера на (R𝑛,ℬ(R𝑛)). Измеримая функция 𝑓 : R𝑛 −→ R
называется устойчиво 𝜈 - интегрируемой относительно сдвигов в направлении вектора
𝑢 ∈ R, если ∃𝛿 > 0 и 𝜈− интегрируемая функция 𝑔 на R, что ∀𝜉 ∈ R𝑛 ∀𝑡, |𝑡| < 𝛿 выполняется
|𝑓(𝜉 + 𝑡𝑢)| ≤ 𝑔(𝜉).

Доказательство следующей теоремы (в более общем случае) можно найти в [?].

Теорема 1. Пусть 𝜈 - счётно-аддитивная мера на (R𝑛,ℬ(R𝑛)), дифференцируемая по
направлению 𝑢 ∈ R𝑛 (т.е. ∃𝜈 ′

𝑢).

Предположим, что по мере 𝜇 интегрируемы все линейные функционалы ℎ ∈ 𝐺. Тогда
функция ̃︀𝜇 дифференцируема по любому направлению ℎ ∈ 𝐺 и справедлива формула̃︀𝜇′
ℎ = 𝑖ℎ̃(·)𝜇.

Доказательство.
Фиксируем 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. Нам нужно доказать, что существует ̃︀𝜇′

ℎ(𝑔). По теореме Лебега

о мажорируемой сходимости выражение

∫︀
𝐸

𝑒𝑖(𝑔+𝑡ℎ)(𝑥)𝜇(𝑑𝑥)−
∫︀
𝐸

𝑒𝑖𝑔(𝑥)𝜇(𝑑𝑥)

𝑡
имеет предел при 𝑡 → 0,

равный 𝑖
∫︀
𝐸

ℎ(𝑥)𝑒𝑖𝑔(𝑥)𝜇(𝑑𝑥). Здесь интегралы берутся по пространству (𝐸,A𝑔,ℎ, 𝜇). Формаль-

но нужно ещё доказать, что полученный предел есть преобразование Фурье меры ℎ(·)𝜇,
умноженное на 𝑖, так как ℎ может быть не измерима относительно A𝑔. Но это становится
очевидным, если рассмотреть отображение 𝑃 (𝑥) = (𝑔(𝑥), ℎ(𝑥)) : 𝐸 −→ R2 и воспользо-
ваться теоремой о замене переменной (если 𝑔 = 𝛼ℎ, 𝛼 ∈ R, то в это нет необходимости).
Таким образом, ∃ ̃︀𝜇′

ℎ(𝑔) и указанное равенство доказано. �

Пусть цилиндрическая мера 𝜇 имеет цилиндрическую производную 𝜇′
ℎ. Если существу-

ет такая цилиндрическая функция 𝛽𝜇
ℎ (·), что 𝜇′

ℎ = 𝛽𝜇
ℎ (·)𝜇, тогда функция 𝛽𝜇

ℎ (·) называется
логарифмической производной меры 𝜇.

4. Гауссовские цилиндрические меры
Теперь мы можем доказать формулу для логарифмической производной гауссовской

меры с обратимым корреляционным оператором.

Пусть 𝜇 - гауссовская цилиндрическая мера на гильбертовом пространстве 𝐻 с ну-
левым матожиданием и обратимым корреляционным оператором 𝐵. Тогда 𝜇 обладает
логарифмической производной 𝛽𝜇

ℎ (𝑥) = −(𝑥,𝐵−1ℎ).
Доказательство.
Имеем цепочку равенств̃︁𝜇′

ℎ(𝑦) = −𝑖(ℎ, 𝑦)̃︀𝜇(𝑦) = −𝑖(ℎ, 𝑦)𝑒−
(𝐵𝑦,𝑦)

2 = −𝑖(𝐵𝐵−1ℎ, 𝑦)𝑒−
(𝐵𝑦,𝑦)

2 =

−𝑖(𝐵−1ℎ,𝐵𝑦)𝑒−
(𝐵𝑦,𝑦)

2 = 𝑖(𝑒−
(𝐵𝑦,𝑦)

2 )′𝐵−1ℎ = 𝑖̃︀𝜇′
𝐵−1ℎ(𝑦) = 𝑖𝑖 ˜(·, 𝐵−1ℎ)𝜇(𝑦) = − ˜(·, 𝐵−1ℎ)𝜇(𝑦). Здесь

первое равенство следует из предложения 2.1, а предпоследнее - из предложения 3.1. Су-
ществование цилиндрической производной у меры 𝜇 следует из того факта, что мера
𝜇𝑃−1 невырождена для любого непрерывного линейного отображения 𝑃 в конечномер-
ное подпространство. Из равенства преобразований Фурье следует равенство мер 𝜇′

ℎ =
−(·, 𝐵−1ℎ)𝜇. �

Последнее равенство можно записать в виде 𝜇′ = −𝐵−1(·)𝜇, где 𝜇′ - цилиндрическая
мера со значениям в гильбертовом пространстве, а −𝐵−1(·)𝜇 - произведение гильберто-
возначной цилиндрической функции на 𝐻 и числовой цилиндрической меры 𝜇.
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5. Общая идея введения меры Лебега-Фейнмана
Вычислив логарифмическую производную гауссовской меры, определённой на гиль-

бертовом пространстве 𝐻, легко понять, что эта мера обладает обобщённой плотностью,
то есть такой функцией, логарифмическая производная которой равна логарифмической
производной меры. Эта функция - 𝑒−

(𝐵−1𝑥,𝑥)
2 .

Пусть 𝑓 - цилиндрическая функция, интегрируемая по гауссовской мере с нулевым ма-
тематическим ожиданием и корреляционным оператором 1

2𝜋
𝐼, где 𝐼 - единичный оператор.

Эта мера обладает обобщённой плотностью 𝑒−𝜋(𝑥,𝑥).
Функция 𝜙 называется интегрирумой по мере Лебега-Фейнмана, если она представля-

ется в виде 𝑓(𝑥)𝑒−𝜋(𝑥,𝑥). Интеграл от 𝑓 по этой мере это по определению
∫︀
𝐻

𝑓(𝑥)𝜇(𝑑𝑥).
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