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Рассматривается система уравнений

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= (𝐴0 + 𝜀𝐴1)𝑢+ 𝐹2(𝑢, 𝑢) + 𝐹3(𝑢, 𝑢, 𝑢) + 𝜀𝐷0

1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, (1)

где 𝑢 ∈ R𝑛, 𝐴0, 𝐴1, 𝐷0 – 𝑛 × 𝑛 матрицы, 𝐹2(*, *), 𝐹3(*, *, *) – линейные по каждому аргу-
менту вектор-функции, 𝜀 – малый положительный параметр.

Система (1) рассматривается с периодическим краевым условием

𝑢(𝑡, 𝑥+ 2𝜋) ≡ 𝑢(𝑡, 𝑥). (2)

В работе рассматривается случай, когда матрица 𝐴0 имеет простое нулевое собствен-
ное значение, все остальные собственные значения имеют отрицательную вещественную
часть. В этом случае в некоторой достаточно малой и не зависящей от 𝜀 окрестности нуле-
вого решения краевой задачи её динамика описывается некоторой более простой краевой
задачей, называемой квазинормальной формой.

В работе представлены квазинормальные формы задачи (1), (2) и приведены некото-
рые результаты о решениях этих квазинормальных форм.

Решение краевой задачи (1), (2) ищем в виде асимптотического ряда

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜀𝜉(𝜏, 𝑥)𝑎+ 𝜀2𝑢20𝜉
2(𝜏, 𝑥) + . . . , 𝜏 = 𝜀𝑡.

Подставив его в (1) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀, получим
при 𝜀2 краевую задачу для определения неизвестной функции 𝜉(𝜏, 𝑥):

𝜕𝜉

𝜕𝜏
= 𝜆𝜉 + 𝛿𝜉2 + 𝛾0𝑀(𝜉), 𝜉(𝜏, 𝑥+ 2𝜋) ≡ 𝜉(𝜏, 𝑥). (3)

С помощью нормировок времени и функции 𝜉 можно считать, что 𝜆 = 1, 𝛿 = −1.
Справедливы следующие результаты.

Теорема 1. Краевая задача (3) имеет однородные состояния равновесия 𝜉0 = 0 и 𝜉1 =
1 + 𝛾. Состояние равновесия 𝜉1 является асимптотически устойчивым, если 𝛾 > −1.

Теорема 2. Краевая задача (3) имеет однопараметрическое семейство кусочно-постоянных
решений вида

𝜉(𝜏, 𝑥) =

{︃
𝜌, 𝑥 ∈ [0, 𝛼),

1− 𝜌, 𝑥 ∈ [𝛼, 2𝜋),

где 𝜌 – решение уравнения
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𝜌2 −
(︂
1 +

𝛾(𝛼− 𝜋)

𝜋

)︂
𝜌− 𝛾(2𝜋 − 𝛼)

2𝜋
= 0.

Решения этого семейства являются неустойчивыми при любых 𝛼 и 𝛾.

В случае, если в (3) 𝛿 = 0 и 𝛿1 ̸= 0, решение краевой задачи (1), (2) ищем в виде
асимптотического ряда

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜀1/2𝜉(𝜏, 𝑥) + 𝜀𝑢20𝜉
2(𝜏, 𝑥) + 𝜀3/2𝜉3(𝜏, 𝑥) + . . . , 𝜏 = 𝜀𝑡.

В этом случае квазинормальная форма имеет вид

𝜕𝜉

𝜕𝜏
= 𝜆𝜉 + 𝛿1𝜉

3 + 𝛾0𝑀(𝜉), 𝜉(𝜏, 𝑥+ 2𝜋) ≡ 𝜉(𝜏, 𝑥). (4)

Можно считать, что 𝜆 = 1, 𝛿 = −1. Справедливы следующие результаты.

Теорема 3. Краевая задача (4) имеет два ненулевых однородных состояния равновесия
𝜉1 =

√
1 + 𝛾 и 𝜉2 = −

√
1 + 𝛾, которые являются асимптотически устойчивыми при

𝛾 > −2
3
.

Теорема 4. Краевая задача (4) имеет семейство кусочно-постоянных решений вида

𝜉(𝜏, 𝑥) =

{︃
𝜌1, 𝑥 ∈ [0, 𝛼),

𝜌2, 𝑥 ∈ [𝛼, 2𝜋),

где 𝜌1, 𝜌2, 𝛼 – решение алгебраической системы

𝜌𝑗 − 𝜌3𝑗 +
𝛾

2𝜋
[𝜌1𝛼 + (2𝜋 − 𝛼)𝜌2] = 0, 𝑗 = 1, 2.

Решение такого вида является устойчивым, если

𝜌2𝑗 >
1

3
, 𝑗 = 1, 2,

2− 3(𝜌21 + 𝜌22) + 𝛾 < 0,

(1− 3𝜌21)(1− 3𝜌22) + 𝛾 − 3
[︁
𝜌21𝛾 +

𝛾𝛼

2𝜋
(𝜌22 − 𝜌21)

]︁
> 0.
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