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Линейной системой с переключениями называется линейное дифференциальное урав-
нение �̇�(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) на вектор-функцию 𝑥 : R+ → R𝑛 с начальным условием 𝑥(0) = 𝑥0,
в котором матрица 𝐴(𝑡) принимает произвольные значения из заданного компактного мно-
жества 𝒜. Функция управления, или правило переключений (switching law) – это произ-
вольная измеримая функция 𝐴 : R+ → 𝒜 со значениями в пространстве 𝑑 × 𝑑-матриц.
Линейные системы с переключениями естественным образом возникают в задачах элек-
троники, механики, робототехники, планирования, и т.д. [3]. Один из главных вопросов –
максимальный рост траекторий системы и её устойчивость. Показателем Ляпунова 𝜎(𝒜)
системы называется инфимум чисел 𝛼, для которых ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐶 𝑒𝛼𝑡‖𝑥0‖, 𝑡 ∈ [0,+∞).
Таким образом, самый быстрый рост траектории имеет порядок 𝐶 𝑒𝜎𝑡, 𝑡 → ∞. Система
называется асимптотически устойчивой, если все её траектории стремятся к нулю при
𝑡 → ∞. Известно [4], что система асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда
𝜎 < 0. Наилучшим инструментом для исследования роста траекторий является инвари-
антная норма Ляпунова, которая определяется следующим свойством: ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑒𝜎 𝑡 ‖𝑥0‖
для любой траектории 𝑥(𝑡), и при этом для любой точки 𝑥0 существует траектория �̃�(𝑡)
такая, что �̃�(0) = 𝑥0 и ‖�̃�(𝑡)‖ = 𝑒𝜎 𝑡 ‖𝑥0‖. Н.Барабанов [1] доказал, что для любой непри-
водимой системы с выпуклым множеством управления 𝒜 инвариантная норма Ляпунова
существует. Однако, её построение – чрезвычайно сложная задача (см. подробнее [2]). Мы
представляем полное решение этой задачи в случае 𝑑 = 2. Оказывается, что для двумер-
ных систем можно не только эффективно вычислять показатель Ляпунова, но и строить
норму Ляпунова в явном виде. Мы приводим соответствующий алгоритм и численные
примеры. Более того, мы получаем полную классификацию норм Ляпунова для двумер-
ных систем. Интересно, что в некоторых случаях инвариантные нормы не единственны,
что подчеркивает разницу с дискретными системами [5].
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