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Фиксируем 𝑠 ∈ N и рассмотрим действие группы 𝐺 = Z𝑠 на плоскости R2 вида 𝑧 −→
𝑒2𝜋𝑖/𝑠𝑧, где 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ C ≈ R2. Рассмотрим морсовские функции 𝐹𝑠,0 = 𝐹±,±

𝑠,0 (𝑧) = ±|𝑧|2 =

±(𝑥2 + 𝑦2) при 𝑠 ≥ 1, и 𝐹𝑠,0 = 𝐹+,−
𝑠,0 (𝑧) = 𝑥2 − 𝑦2 при 𝑠 = 1, 2. Рассмотрим два семейства

𝐺–инвариантных ростков 𝐹𝑠,𝑘 = 𝐹𝑠,𝑘(𝑧, 𝑎, 𝜆), 𝑘 = 1, 2, от переменных 𝑧 = (𝑥, 𝑦) в нуле:

𝐹𝑠,1 =

⎧⎨⎩
±𝑥2 ± 𝑦𝑠+2 + 𝜆𝑦𝑠, 𝑠 = 1, 2,
Re(𝑧3) + 𝜆|𝑧|2, 𝑠 = 3,
Re(𝑧𝑠) ± 𝑎|𝑧|4 + 𝜆|𝑧|2, 𝑠 ≥ 4,

𝐹𝑠,2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
±𝑥2 ± 𝑦2𝑠+2 + 𝜆2𝑦

2𝑠 + 𝜆1𝑦
𝑠, 𝑠 = 1, 2,

Re(𝑧4) ± (1 + 𝜆2)|𝑧|4 ± 𝑎|𝑧|6 + 𝜆1|𝑧|2, 𝑠 = 4,
Re(𝑧5) ± 𝑎|𝑧|6 + 𝜆2|𝑧|4 + 𝜆1|𝑧|2, 𝑠 = 5,
Re(𝑧𝑠) ± 𝑎1|𝑧|6 + 𝑎2|𝑧|8 + 𝜆2|𝑧|4 + 𝜆1|𝑧|2, 𝑠 ≥ 6.

Здесь 𝜆 = (𝜆𝑖) ∈ R𝑘 — параметры, 𝑎 = (𝑎𝑖) ∈ R𝑚 — модули, 𝑚 ∈ {0, 1, 2} — модальность;
𝑎2 ̸= 1 при (𝑠, 𝑘) = (4, 1); 𝑎 > 0 при 𝑠 ̸= 𝑘 + 3; 𝑎21 ̸= 1 при (𝑠, 𝑘) = (6, 2); 𝑎1 > 0 иначе.

Теорема 1. Рассмотрим классы правой 𝐺–эквивалентности 𝐺–инвариантных рост-
ков функций 𝐹𝑠,𝑘(𝑧, �̂�, 0) двух переменных в нуле, 𝑘 = 0, 1, 2. Эти особенности име-
ют 𝐺–коразмерность 𝑘, 𝐺–кратность Милнора 𝑘 + 𝑚 + 1, 𝐺–версальную деформацию
𝐹𝑠,𝑘(𝑧, 𝑎, 𝜆) + 𝜆0. Дополнение к их объединению в множестве n2𝐺 𝐺–инвариантных рост-
ков в нуле, имеющих критическую точку 0 с критическим значением 0, имеет кораз-
мерность > 2 в n2𝐺.

Таким образом, в типичных 𝑘-параметрических семействах гладких 𝐺-инвариантных
функций от двух переменных, 𝑘 ≤ 2, встречаются только указанные особенности. Теорема
1 не следует из классификации [1]. Доказательство теоремы 1 основано на следующих
леммах.

Лемма 1. Алгебра 𝐺–инвариантных многочленов от 𝑥, 𝑦 с вещественными коэффици-
ентами мультипликативно порождена однородными многочленами |𝑧|2, Re(𝑧𝑠), Im(𝑧𝑠).
Она является линейной оболочкой многочленов Re(𝑧𝑘𝑧𝑙), Im(𝑧𝑘𝑧𝑙), где 𝑘 ≥ 𝑙, 𝑠 | (𝑘 − 𝑙). В
частности, любой 𝐺–инвариантный росток 𝑓(𝑧) в нуле имеет ряд Тейлора вида

𝑓(𝑧) = Re
∑︁
𝑝,𝑞≥0

𝑐𝑝𝑞|𝑧|2𝑝𝑧𝑞𝑠 = 𝑐0 + 𝑐1|𝑧|2 + Re(𝑐2𝑧
𝑠 + 𝑐3|𝑧|2𝑧𝑠) + 𝑐4|𝑧|4 + 𝑐5|𝑧|6 + 𝑐6|𝑧|8 + . . . (1)

Лемма 2. Пусть 𝑓(𝑧) — 𝐺–инвариантный росток в нуле с рядом Тейлора вида (1),
где 𝑠 ≥ 3, 𝑐0 = 0. Росток 𝑓(𝑧) право–𝐺–эквивалентен ростку 𝐹𝑠,𝑘(𝑧, 𝑎, 0), 𝑘 = 0, 1, 2, тогда
и только тогда, когда либо
(a) 𝑘 = 0, 𝑐1 ̸= 0, либо
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(b) 𝑘 = 1, 𝑐1 = 0, 𝑐2 ̸= 0 и 𝑎 = |𝑐4|/|𝑐2|4/𝑠, либо
(c) 𝑘 = 2, 𝑐1 = |𝑐2|2− 𝑐24 = 0, 𝑐4 ̸= 0, 𝑎 = |𝑐5− 𝑐4Re( 𝑐3

𝑐2
)|/|𝑐2|3/2 при 𝑠 = 4; 𝑐1 = 𝑐4 = 0, 𝑐2 ̸= 0,

𝑎 = |𝑐5|/|𝑐2|6/5 при 𝑠 = 5; 𝑐1 = 𝑐4 = 0, 𝑐2 ̸= 0, 𝑎1 = |𝑐5|
|𝑐2|6/𝑠

, 𝑎2 = (𝑐6 − 𝑐5Re(6𝑐3
𝑠𝑐2

))/|𝑐2|8/𝑠 при
𝑠 ≥ 6.

Опишем приложение теоремы 1 к классификации структурно устойчивых особенностей
интегрируемых систем с 2 и 3 степенями свободы. Напомним, что интегрируемая система
(𝑀,𝜔,ℱ) с 𝑛 степенями свободы задается гладким отображением ℱ = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) : 𝑀 →
R𝑛, где {𝑓𝑖, 𝑓𝑗} = 0, dim𝑀 = 2𝑛. Рассмотрим действие группы 𝐺 на полнотории 𝑉 =

𝐷2 × 𝑆1, порожденное диффеоморфизмом вида (𝑧, 𝜙1) ↦→ (𝑒2𝜋𝑖
ℓ
𝑠 𝑧, 𝜙1 + 2𝜋

𝑠
), где 0 ≤ ℓ < 𝑠,

(ℓ, 𝑠) = 1. Рассмотрим цилиндр 𝑊 = 𝐷𝑛−1 × (𝑆1)𝑛−2 с координатами 𝜆 = (𝜆𝑖)
𝑛−1
𝑖=1 , 𝜙′ =

(𝜙𝑗)
𝑛−1
𝑗=2 .
Из теоремы 1 можно вывести, что локальные особенности (т.е. R𝑛−орбиты) ранга 𝑛−1

типичных интегрируемых систем с 𝑛 ≤ 3 степенями свободы имеют окрестности, гладко
эквивалентные стандартной модели (𝑀 ℓ

𝑠
, 𝜔 ℓ

𝑠
,ℱ ℓ

𝑠
,𝑘,𝑎) вида

𝑀 ℓ
𝑠

= (𝑉/𝐺) ×𝑊, 𝜔 ℓ
𝑠

= d𝑥 ∧ d𝑦 +
𝑛−1∑︁
𝑗=1

d𝜆𝑗 ∧ d𝜙𝑗,

ℱ ℓ
𝑠
,𝑘,𝑎 : 𝑀 ℓ

𝑠
→ R𝑛, ℱ ℓ

𝑠
,𝑘,𝑎(𝑧, 𝜙1, 𝜆, 𝜙

′) = (𝜆, 𝐹𝑠,𝑘(𝑧, 𝑎(𝜆), 𝜆′)),

где 0 ≤ 𝑘 < 𝑛, 𝜆′ = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑘), 𝑎(𝜆), 𝑎1(𝜆) и 𝑎2(𝜆) — гладкие функции при (𝑠, 𝑘) ∈
{(4, 1), (6, 2)}; 𝑎(𝜆) ≡ 1 при (𝑠, 𝑘) ̸= (4, 1); 𝑎2(𝜆) ≡ 1 при (𝑠, 𝑘) = (6, 2); 𝑎1(𝜆) ≡ 1 при 𝑠 ≥ 7
и 𝑘 = 2.

При 𝑛 = 2, 𝑘 = 1 описанные выше особенности — это параболические орбиты с резонан-
сом ℓ/𝑠 [2]. В вещественно-аналитическом случае они типичны и структурно устойчивы
[2], а также гладко структурно устойчивы, если порядок резонанса 𝑠 ̸= 4 [3]. При 𝑛 = 3,
𝑘 = 2 получаем типичные бифуркации параболических особенностей с резонансами.

Автор является стипендиатом Фонда развития теоретической физики и математики
«БАЗИС».
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