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Математический биллиард — это динамическая система, описывающая движение мате-
риальной точки внутри замкнутой ограниченной области с некоторым законом отражения
на границе.

В работе [1] был проведен топологический анализ биллиарда внутри параболической
области, при этом биллиардный шар движется свободно прямолинейно.

Рассмотрим теперь такой биллиард, но с добавленным гравитационным потенциалом.
А именно, биллиард задан в области, ограниченной параболами из семейства софокусных
парабол. На шар действует потенциал 𝑉 = 𝑔𝑦. Сила тяжести направлена перпендикулярно
директрисам парабол. Гамильтонианом этой системы является:

𝐻 =
�̇�2 + �̇�2

2
+ 𝑔𝑦;

а дополнительным первым интегралом:

𝐺 = �̇�(𝑥�̇� − �̇�𝑦) +
𝑔𝑥2

2
.

Более того, такой биллиард допускает разделение переменных Харламова [2]. Выразим
значения функций через 𝜆1 и 𝜆2 и импульсы 𝜇1 и 𝜇2.

Теорема. Формулы разделения переменных имеют следующий вид:

𝜇1 =
2𝜆1(𝜆1 − 𝜆2)

𝜆1

, 𝜇2 =
2𝜆2(𝜆2 − 𝜆1)

𝜆2

В работе И.Ф.Кобцева [3] был рассмотрен биллиард внутри эллипса с потенциалом
Гука. Также в этой работе сравниваются эллиптический биллиард в классическом пря-
молинейном случае и в случае с потенциалом. Проведем аналогичное сравнение нашей
системы и такой же прямолинейной системы. А именно, используя метод Харламова, опи-
шем слоения Лиувилля в терминах инвариантов Фоменко—Цишанга.

В докладе будут приведены инварианты Фоменко (грубые молекулы) для некоторых
изоэнергетических многообразий 𝑄3.
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