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В работе рассматривается применение оценок 𝑘-ближайших соседей дивергенции Куль-
бака–Лейблера [5] к поиску областей неоднородности в материалах. Асимптотические
свойства таких оценок (а именно: асимптотическая несмещенность и 𝐿2-состоятельность)
были доказаны в недавней работе [2].

В статьях [1, 3] оценки дифференциальной энтропии Шеннона применяются для обна-
ружения неоднородностей в волокнистом материале, заполняющем параллелепипед Π ⊂
R3. Используется естественный подход, при котором выбирается скользящее окно доста-
точно малого размера, в пределах которого оценивается некоторая характеристика ма-
териала (фактически дифференциальная энтропия Шеннона распределения направлений
волокон). Затем на основе собранных характеристик делается статистический вывод о
свойствах этого материала.

В статье [4] оценки дивергенции Кульбака-Лейблера используются для обнаружения
многомерных пространственных кластеров в модели Бернулли. Нами развиваются и обоб-
щаются идеи этой работы для обнаружения произвольных неоднородностей в волокнистых
материалах.

Вводится понятие волокна — пары (𝑋,𝑇 ), где 𝑋 — случайный вектор со значениями
в R𝑑1 ∩ Π, который по смыслу является центром волокна, а 𝑇 — случайный вектор со
значениями в R𝑑2 , который по смыслу является меткой или некоторым свойством волокна
(например, направлением в пространстве). Именно среди таких меток и будет искаться
неоднородность. Здесь предполагается, что Π — некоторое объемлющее множество или
материал, Π ∈ ℬ(R𝑑1), 𝜇R𝑑1 (Π) < ∞, 𝜇R𝑑1 — мера Лебега в пространстве

(︀
R𝑑1 ,ℬ(R𝑑1)

)︀
;

P(𝑋 ∈ 𝐵) =
𝜇R𝑑1 (𝐵)

𝜇R𝑑1 (Π)
для любого борелевского 𝐵 ⊂ R𝑑1 ∩ Π, а 𝑇 имеет следующую при-

роду: 𝑇 = 𝜉 · 1{𝑋 ∈ 𝑅0} + 𝜂 · 1{𝑋 ∈ Π ∖ 𝑅0}, где 𝜉, 𝜂 – некоторые случайные векторы
со значениями в R𝑑2 , law(𝜉) ̸= law(𝜂), 𝑝𝜉 :=

𝑑P𝜉

𝑑𝜇R𝑑2
, 𝑝𝜂 := 𝑑P𝜂

𝑑𝜇R𝑑2
. В этом случае назовём 𝑅0

областью неоднородности. Все случайные элементы определены на пополненном вероят-
ностном пространстве (Ω,ℱ ,P).

Рассматривается модель (см. также Рис. 1), в которой наблюдателю доступны
{︀
𝑋𝑖, 𝑇𝑖,

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝜁𝑛}
}︀
, 𝜁𝑛 ∼ Pois(𝜆𝑛 · 𝜇R𝑑1 (Π)), где для любого 𝑛 ∈ N, 𝜆𝑛 > 0, 𝜆𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞.

Отметим также, что {𝑋𝑖, 𝑇𝑖, 𝜁𝑖, 𝑖 ∈ N} предполагаются независимыми, law(𝑋𝑖) = law(𝑋),
law(𝑇𝑖) = law(𝑇 ) для любого 𝑖 ∈ N. Для каждого множества 𝑅 из некоторого набора мно-
жествℛ строится оценка ̂︀𝑇𝑛(𝑅), основанная на оценках 𝑘-ближайших соседей дивергенции
Кульбака–Лейблера между распределением меток 𝑇𝑗 внутри окна 𝑅 (то есть при 𝑋𝑗 ∈ 𝑅)
и вне его. Оценка области неоднородности ̂︀𝑅𝑛 полагается равной аргументу максимума
такой специальной статистики ̂︀𝑇𝑛(𝑅), взятого по всем окнам 𝑅 ∈ ℛ.

При широких условиях удается доказать состоятельность предложенной процедуры (то
есть удается доказать, что в некотором смысле ̂︀𝑅𝑛 близко к 𝑅0 для достаточно больших
𝑛 ∈ N).
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Иллюстрации

Рис. 1. Исследуемый волокнистый материал Π с областью неоднородности 𝑅0.
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