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Пусть 𝒜 — алгебра над полем F с операцией сопряжения 𝑎 ↦→ �̄�. Тогда алгебра 𝒜{𝛾},
полученная применением процедуры Кэли–Диксона с параметром 𝛾 ∈ F∖{0}, определяется
как 𝒜×𝒜 с покомпонентным сложением, а также умножением и сопряжением

(𝑎, 𝑏)(𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 + 𝛾𝑑𝑏, 𝑑𝑎 + 𝑏𝑐), (𝑎, 𝑏) = (�̄�,−𝑏), 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝒜.

Алгебрами Кэли–Диксона над полем F, charF ̸= 2, называется совокупность алгебр {𝒜𝑛}𝑛∈N0 ,
полученных последовательным применением процедуры Кэли–Диксона: 𝒜0 = F, 𝒜𝑛+1 =
𝒜𝑛{𝛾𝑛}. Если F = R и 𝛾𝑘 = −1 для всех 𝑘 = 0, . . . , 𝑛−1, то 𝒜𝑛 называется алгеброй главной
последовательности и обозначается как ℳ𝑛.

Кольцо многочленов над 𝒜𝑛 определяется как 𝒜𝑛[𝑥] = 𝒜𝑛 ⊗F F[𝑥]. Для многочлена
𝑓(𝑥) =

∑︀𝑚
𝑖=0 𝑎𝑖𝑥

𝑚 ∈ 𝒜𝑛[𝑥] обозначим 𝑓(𝑥) =
∑︀𝑚

𝑖=0 𝑎𝑖𝑥
𝑚. Тогда 𝐶𝑓 (𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑥) ∈ F[𝑥] —

многочлен-компаньон для 𝑓(𝑥). При 𝑛 ≤ 3 корни 𝑓(𝑥) являются корнями 𝐶𝑓 (𝑥) ([1]).
Целью данной работы является изучение связи между корнями 𝑓(𝑥), 𝑓 ′(𝑥) и 𝐶𝑓 (𝑥) для

произвольного 𝑓(𝑥) ∈ 𝒜𝑛[𝑥]. Основные результаты представлены в теоремах 1 и 2.
Для каждого 𝑎 ∈ 𝒜𝑛 определены след tr(𝑎) = 𝑎 + �̄� ∈ F и норма 𝑛(𝑎) = �̄�𝑎 ∈ F.

Характеристическим многочленом для 𝑎 называется 𝑝𝑎(𝑥) = 𝑥2 − tr(𝑎)𝑥 + 𝑛(𝑎) ∈ F[𝑥],
причём 𝑝𝑎(𝑎) = 0. Корень 𝑎 /∈ F называется сферическим для 𝑓(𝑥) ∈ 𝒜𝑛[𝑥], если любое
𝑏 ∈ 𝒜𝑛, удовлетворяющее 𝑝𝑎(𝑏) = 0, также будет корнем 𝑓(𝑥).

Теорема 1. Элемент 𝑎 ∈ 𝒜𝑛 ∖ F — сферический корень для 𝑓(𝑥) ∈ 𝒜𝑛[𝑥], если и только
если 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑝𝑎(𝑥) для некоторого 𝑔(𝑥) ∈ 𝒜𝑛[𝑥]. Кроме того, в этом случае 𝑎 является
также корнем для 𝐶𝑓 (𝑥).

Классическая теорема Гаусса–Лукаса утверждает, что если 𝑓(𝑥) ∈ C[𝑥] и deg 𝑓 ≥ 1,
то корни 𝑓 ′(𝑥) содержатся в выпуклой оболочке корней 𝑓(𝑥). Обобщение этой теоремы на
случай алгебры кватернионов H = ℳ2 было получено в работе [3] и использовало понятие
улитки Гаусса–Лукаса, которая для произвольной ℳ𝑛 определяется следующим образом.

Для 𝑎 ∈ ℳ𝑛 ∖ R и 𝑓(𝑥) ∈ ℳ𝑛[𝑥] обозначим C𝑎 = R[𝑎] ∼= C и 𝑓𝑎 = PrC𝑎𝑓 ∈ C𝑎[𝑥]. Тогда
улиткой Гаусса–Лукаса для 𝑓(𝑥) называется

sn(𝑓) =
⋃︁

𝑎∈ℳ𝑛,
tr(𝑎)=0, 𝑛(𝑎)=1

𝐾C𝑎(𝑓𝑎), где 𝐾C𝑎(𝑓𝑎) =

{︃
conv {𝑏 ∈ C𝑎 | 𝑓𝑎(𝑏) = 0}, deg 𝑓𝑎 ≥ 1;

C𝑎, иначе.

Теорема 2. Если 𝑓(𝑥) ∈ ℳ𝑛[𝑥], то корни 𝑓 ′(𝑥) содержатся в sn(𝑓).

Доклад основан на работе [2].
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