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Пусть 𝑅 – евклидово кольцо или кольцо вычетов Z/𝑘Z.
Как обычно, через 𝐺𝐿𝑛(𝑅) будем обозначать полную линейную группу порядка 𝑛 над

кольцом 𝑅, а через 𝑆𝐿𝑛(𝑅) – её подгруппу, состоящую из матриц с определителем 1 (т.е.
специальную линейную группу).

Далее через 𝐺(𝑖) обозначаем 𝑖-й коммутант группы 𝐺. Нижним центральным рядом
группы 𝐺 будем называть последовательность подгрупп группы 𝐺:

𝐺 = 𝐺0 ⊇ 𝐺1 ⊇ 𝐺2 ⊇ ...,

где 𝐺𝑖 = [𝐺𝑖−1, 𝐺] – группа, порождённая всеми коммутаторами [𝑎, 𝑏], где 𝑎 ∈ 𝐺𝑖−1, 𝑏 ∈ 𝐺.
Теорема 1. Пусть выполнено одно из условий:

1) 𝑛 > 2;
2) 𝑛 = 2 и 2𝑅 = 3𝑅 = 𝑅.
Тогда коммутанты групп 𝑆𝐿𝑛(𝑅) и 𝐺𝐿𝑛(𝑅) совпадают с 𝑆𝐿𝑛(𝑅).

Предложение 2. Если 2𝑅 = 𝑅, то нижний центральный ряд группы 𝐺𝐿2(𝑅) стаби-
лизируется на первом шаге, причём

∞⋂︁
𝑖=0

(︀
𝐺𝐿2(𝑅)

)︀
𝑖
= 𝑆𝐿2(𝑅).

Рассмотрим теперь поведение цепи коммутантов линейных групп для случая, когда
𝑛 = 2 и 6𝑅 ̸= 𝑅. Всюду ниже 𝑅 – некоторое подкольцо поля рациональных чисел Q.

Предложение 3. Если 2𝑅 ̸= 𝑅, то для всякого натурального 𝑘 группа 𝐺𝐿2(𝑅/2𝑘𝑅)
имеет тривиальный (𝑘 + 1)-й коммутант.

Предложение 4. Если 3𝑅 ̸= 𝑅, то для всякого натурального 𝑘 группа 𝐺𝐿2(𝑅/3𝑘𝑅)
имеет тривиальный (𝑘 + 3)-й коммутант.

С помощью предложений 3 и 4 доказывается
Теорема 5. Пусть 𝐺 = 𝐺𝐿2(𝑅) или 𝐺 = 𝑆𝐿2(𝑅). Если 2𝑅 ̸= 𝑅 или 3𝑅 ̸= 𝑅, то

∞⋃︁
𝑖=1

𝐺(𝑖) = {𝐸},

где 𝐸 – единичная матрица второго порядка.
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