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Пусть 𝐹 - произвольное ограниченное множество на плоскости, 𝑛 ∈ N. Определим
следующую величину:

𝑑𝑛(𝐹 ) = inf{𝑥 ∈ R+ : ∃𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 : 𝐹 ⊆ 𝐹1 ∪ . . . ∪ 𝐹𝑛, ∀𝑖 diam(𝐹𝑖) ≤ 𝑥}.

Другими словами, среди всех покрытий множества 𝐹 некоторыми 𝑛 множествами
𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 мы хотим выбрать покрытия, состоящие из множеств как можно меньшего диа-
метра. Заметим, что величина 𝑑𝑛(𝐹 ) не изменится, если потребовать, чтобы все множе-
ства покрытия были выпуклыми и замкнутыми. Для произвольного 𝐹 последовательность
𝑑𝑛(𝐹 ) являются невозрастающей, так как можно положить 𝐹𝑛+1 = ∅.

Определим величину 𝑑𝑛 = sup 𝑑𝑛(𝐹 ), где супремум берется по всем множествам 𝐹
единичного диаметра на плоскости. Из сделанного выше замечания ясно, что последова-
тельность 𝑑𝑛 не возрастает. Исследование величин 𝑑𝑛 глубоко мотивировано классической
проблемой Борсука о разбиении множеств на части меньшего диаметра (см. [3]).

Рассматриваемую задачу можно представить как задачу оптимизации.

Пусть Ω =
𝑛⋃︀

𝑘=1

Ω𝑘 ⊂ R2 — некоторое покрытие выпуклого многоугольника Ω выпуклыми

многоугольниками Ω𝑘; Γ1, . . . ,Γ𝑛 — границы Ω1,Ω2, . . . ,Ω𝑛 соответственно; 𝑋 = {𝑥𝑗} —
вершины разбиения; 𝑥𝑗, 𝑗 ∈ 𝐼𝑘 — вершины Ω𝑘. Пусть 𝐸 = {(𝑝, 𝑞) | 𝑥𝑝 ∈ Γ𝑞} определяет
принадлежность вершин разбиения граням Ω. Тогда

𝐹 (𝑋) = max
𝑘

max
𝑖,𝑗∈𝐼𝑘

‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ → min, (1)

𝑥𝑝 ∈ Γ𝑞 ∀(𝑝, 𝑞) ∈ 𝐸,

есть задача условной оптимизации с кусочно-гладкой целевой функцией и линейными
ограничениями.

Нам удалось существенно усилить многие из предшествующих результатов (см. [1, 2,
4]). Для улучшения верхних оценок был использован метод универсальных покрывающих
систем и алгоритм поиска оптимальных разбиений плоских множеств. Кроме того, были
получены верхние и нижние оценки величины 𝑑𝑛 в случае обобщения данной задачи на
случай разбиения поверхности двумерного тора как факторпространства R2/Z2.
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