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Предположим, что 𝑀 — связное 𝑛-мерное ориентированное полное риманово многооб-
разие с краем (возможно пустым). Рассмотрим задачу

∆𝑝𝑢 = 𝑓 на 𝑀, |∇𝑢|𝑝−2 𝜕𝑢

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑀

= ℎ,

∫︁
𝑀

|∇𝑢|𝑝 𝑑𝑉 < ∞, (1)

где ∆𝑝, 𝑝 > 1, — оператор 𝑝-Лапласа-Бельтрами, 𝜈 — вектор внешней нормали к 𝜕𝑀 , а
𝑓 и ℎ — некоторые функции из 𝒟′(𝑀), причем suppℎ ⊂ 𝜕𝑀 . Решение задачи (1) будем
понимать в обобщенном смысле [1].

Многообразие 𝑀 называется 𝑝-гиперболическим, если cap𝑝(𝑀) > 0, где cap𝑝(𝑀) —
𝑝-емкость многообразия 𝑀 [1]. В противном случае многообразие 𝑀 называется 𝑝-пара-
болическим.

Для всех 𝑙 ∈ 𝒟′(Ω) обозначим

𝑁Ω(𝑙) = sup
𝜙∈𝐶∞

0 (Ω), ‖𝜙‖
𝐿1
𝑝(Ω)

=1

|(𝑙, 𝜙)|,

где ‖𝜙‖𝐿1
𝑝(Ω) — полунорма в пространстве 𝐿1

𝑝(Ω) [2].
Предположим, что многообразие 𝑀 представимо в виде

𝑀 = 𝜔 ∪𝐷 × [𝑟0,∞), 𝜔 ∩𝐷 × [𝑟0,∞) = ∅, (2)

где 𝜔 — липшицева область с компактным замыканием, 𝐷 — компактное риманово мно-
гообразие с краем, а 𝑟0 > 0 — некоторое вещественное число. Пусть также на множестве
𝐷 × [𝑟0,∞) задана метрика 𝑑𝑠2 = 𝑎2(𝑟) 𝑑𝑟2 + 𝑏2(𝑟)𝑔𝑖𝑗(𝜃) 𝑑𝜃𝑖𝑑𝜃𝑗, где 𝑎 и 𝑏 — положительные
бесконечно гладкие функции на [𝑟0,∞), 𝑔𝑖𝑗 — метрический тензор на 𝐷, 𝜃𝑖 — локальные
координаты на 𝐷. Назовем множество 𝐷× [𝑟0,∞) модельным концом многообразия 𝑀 по
отношению к области 𝜔. Будем обозначать 𝑀𝑟0 = 𝜔, 𝑀𝑟 = 𝜔 ∪𝐷 × [𝑟0, 𝑟), 𝑟 > 𝑟0.

Теорема 1. Пусть 𝑀 — 𝑝-гиперболическое многообразие с модельным концом (2).
Тогда для разрешимости задачи (1) необходимо и достаточно, чтобы

𝑁𝑀𝑟1
(𝑓 − ℎ) < ∞ и

∞∑︁
𝑖=2

𝑁
𝑝/(𝑝−1)

𝑀𝑟𝑖+1∖𝑀𝑟𝑖−2

(𝑓 − ℎ) < ∞, (3)

где числа 𝑟𝑖 > 𝑟0, 𝑖 ∈ N, определяются из соотношений∫︁ ∞

𝑟𝑖+1

𝑎(𝑠)

𝑏(𝑛−1)/(𝑝−1)
𝑑𝑠 =

1

2

∫︁ ∞

𝑟𝑖

𝑎(𝑠)

𝑏(𝑛−1)/(𝑝−1)(𝑠)
𝑑𝑠.

Теорема 2. Пусть 𝑀 — 𝑝-параболическое многообразие с модельным концом (2). То-
гда для разрешимости задачи (1) необходимо и достаточно, чтобы было выполнено усло-
вие (3), где числа 𝑟𝑖 > 𝑟0, 𝑖 ∈ N, определяются из соотношений
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∫︁ 𝑟1

𝑟0

𝑎(𝑠)

𝑏(𝑛−1)/(𝑝−1)(𝑠)
𝑑𝑠 = 1,

∫︁ 𝑟𝑖+1

𝑟0

𝑎(𝑠)

𝑏(𝑛−1)/(𝑝−1)(𝑠)
𝑑𝑠 = 2

∫︁ 𝑟𝑖

𝑟0

𝑎(𝑠)

𝑏(𝑛−1)/(𝑝−1)(𝑠)
𝑑𝑠, 𝑖 > 1,

и при этом

lim
𝑖→∞

(𝑓 − ℎ, 𝜂𝑖) = 0, lim
𝑖→∞

‖𝜂𝑖‖𝐿1
𝑝(𝑀) = 0 и 𝜂𝑖

⃒⃒
𝐾

= 1, 𝑖 ∈ N,

для некоторой последовательности 𝜂𝑖 ∈ 𝐶∞
0 (𝑀), 𝑖 ∈ N, где 𝐾 — компакт положитель-

ной меры.
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