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В работе рассматривается задача о построении асимптотики фундаментального реше-
ния задачи Коши для вырождающегося параболического уравнения с малым параметром
(Частным случаем этого уравнения является уравнение, описывающее процесс Орнстейна-
Уленбека [1]):
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= 0, 𝐺𝜀|𝑡=0 = 𝛿(𝑥− 𝜉). (1)

В [2] была представлена и доказана формула, выражающая дельта-функцию Дирака
в виде действия функции от оператора рождения на гауссову экспоненту:
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, а предел понимается в слабом смысле.

Асимптотика строится следующим образом. Рассмотрим задачу для нахождения фун-
даментального решения параболического уравнения[︀
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Определим символ фундаментального решения как решение задачи Коши[︀
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Тогда из (2) следует, что если мы знаем решение задачи (4) - функцию 𝑉 (𝑥, 𝜉 + 𝑦, 𝑡), то
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Символ находится с помощью неосциллирующего метода ВКБ, то есть как асимптотиче-
ские приближения 𝑉𝑁(𝑥, 𝜉 + 𝑦, 𝑡):

𝑉𝑁 = 𝑒−
Φ
𝜀 (𝜙0 + 𝜀𝜙1 + ...+𝑂(𝜀𝑁)). (6)

Подставляя (6) в (5) и используя метод ВКБ, можно получить следующее представле-
ние для функции 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡):
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Для обоснования асимптотики фундаментального решения доказывается сходимость
формального ряда, представляющего амплитуду 𝜓(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝜓 + 𝜀𝜓1 + . . . . Делается это
следующим образом.

Пусть 𝐺0(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜀) - главное слагаемое формального асимптотического решения при
построении фундаментального решения 𝐺𝜀(𝑥, 𝜉, 𝑡), и 𝐿𝜀 - оператор в левой части (1). Тогда,
по построению, 𝐺0(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜀) есть решение задачи

𝐿𝜀𝐺0 = −𝜀𝐺0𝐹, 𝐺0|𝑡=0 = 𝛿(𝑥− 𝜉), (8)

где 𝐹 - ограниченная при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] по (𝑥, 𝜉) (при условии равномерной ограниченности
𝑎(𝑥) вместе с производными) функция, 𝐺0(𝑥, 𝜉, 𝑡, 𝜀) = 𝑒𝑥𝑝(−𝑆(𝑥, 𝜉, 𝑡)/𝜀)𝜓(𝑥, 𝑡, 𝜉).

Равенство (8) позволяет с помощью формулы Дюамеля написать формальный ряд для
фундаментального решения в виде
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а 𝐹𝑘−1 - правая часть уравнения 𝐿𝜀(𝐺0 + 𝜀𝐺1 + ...+ 𝜀𝑘−1𝐺𝑘−1) = −𝜀𝑘𝐹𝑘−1.
Сходимость ряда (9) следует из оценки для 𝐺𝑘. Для этого используется ограниченность

отношения правой части (8) и 𝐺0 и симметричность 𝐺0 по 𝑥, 𝜉, что позволяет использовать
подобные рассуждения и в других ситуациях.
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