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Дано двумерное многообразие 𝑀 ∼= 𝑆2 с 𝑆1-инвариантной римановой метрикой. Опре-
делим на 𝑇 *𝑀 магнитный геодезический поток как гамильтонову систему с гамильтони-
аном 𝐻 стандартного геодезического потока и симплектической структурой 𝜔, которые в
локальных полугеодезических координатах (𝑟, 𝜙) имеют вид

𝐻 =
𝑝2𝑟
2

+
𝑝2𝜙

2𝑓 2(𝑟)
, 𝜔 = 𝑑𝑝𝑟 ∧ 𝑑𝑟 + 𝑑𝑝𝜙 ∧ 𝑑𝜙 + 𝛽. (1)

Здесь 𝛽 — гладкая 𝑆1-инвариантная 2-форма на 𝑀 , задающая магнитное поле (поэтому
𝜔 = 𝑑(𝑝𝑑𝑞) + 𝜋*𝛽 — гладкая симплектическая форма на 𝑇 *𝑀 , 𝜋 : 𝑇 *𝑀 → 𝑀 — канониче-
ская проекция, (𝑞, 𝑝) — канонические координаты на 𝑇 *𝑀), 𝑓 : (0, 𝐿) → R>0, Λ : [0, 𝐿] → R
— гладкие функции, 𝛽 = Λ′(𝑟)𝑑𝑟 ∧ 𝑑𝜙, 𝐿 — длина геодезической, соединяющей полюса
сферы (неподвижные точки 𝑆1-действия).

Предположим, что выполнены следующие условия на функции 𝑓(𝑟) и Λ(𝑟) [1,2]:

1) 𝑓 : (0, 𝐿) → R>0 продолжается до гладкой нечетной 2𝐿-периодической функции
Морса 𝑓 : R → R+, 𝑓 ′(0) = 1, 𝑓 ′(𝐿) = −1;

2) Λ : (0, 𝐿) → R продолжается до гладкой четной 2𝐿-периодической функции Морса
Λ : R → R;

3) (Λ′(𝑟))2 + (𝑓 ′(𝑟))2 > 0;
4) кривизна плоской кривой (𝑓(𝑟),Λ(𝑟)) имеет лишь простые нули.

Тогда 𝐻 и 𝜔 являются гладкими на 𝑇 *𝑀 .
Утверждение 1. Определенная таким образом система имеет две степени свободы

и является вполне интегрируемой по Лиувиллю; дополнительным интегралом является
𝐾 = 𝑝𝜙 + Λ(𝑟).

Фазовое пространство этой системы расслаивается на инвариантные (относительно фа-
зового потока системы) двумерные слои, являющиеся совместными поверхностями уровня
интегралов 𝐻 = ℎ, 𝐾 = 𝑘, т.е. корректно определено слоение, называемое слоением Ли-
увилля. Согласно теореме Лиувилля, это слоение состоит из слоев двух типов: регулярных
(диффеоморфных несвязному объединению торов 𝑇 2, называемых торами Лиувилля) и
особых (при переходе через них интегральные поверхности претерпевают бифуркации).

Теория интегрируемых гамильтоновых систем с двумя степенями свободы построена в
[3]. Ниже сформулируем несколько основных понятий этой теории.

Определение 1. Атом (атом-бифуркация) — это расслоенная окрестность особого
слоя слоения Лиувилля в неособом компактном изоэнергетическом многообразии 𝑄3

ℎ =
{𝐻 = ℎ} таком, что 𝑑𝐻

⃒⃒
𝑄3

ℎ

̸= 0.
Определение 2. Молекула интегрируемой системы (грубый инвариант Фоменко)

на неособом компактном 𝑄3
ℎ — это база слоения Лиувилля на 𝑄3

ℎ; граф с обозначением
атомов в его вершинах.
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Определение 3. Меченая молекула (тонкий инвариант Фоменко–Цишанга) — это
грубый инвариант Фоменко с метками на ребрах; виды этих меток и правила их вычис-
ления приведены в [3].

Анализ топологических свойств слоения Лиувилля (т.е. лагранжева слоения с особен-
ностями) этой задачи включает в себя следующие части:

• построение бифуркационных диаграмм;

• описание особенностей рангов 0 и 1;

• исследование топологии бифуркаций торов Лиувилля на неособом изоэнергетиче-
ском многообразии 𝑄3

ℎ;

• вычисление инвариантов Фоменко и Фоменко–Цишанга.

В рассмотренном случае (движения по сфере) описаны все особые точки (как невы-
рожденные, так и вырожденные). Показано, если функция Λ(𝑟) не монотонна на (0, 𝐿),
то в фазовом пространстве возникает (вырожденная) особенность типа «эллиптическая
вилка», не связанная с какой-либо симметрией системы. Также установлен класс меченых
молекул, реализуемых системой на сфере, указаны все возможные бифуркации торов Ли-
увилля и описаны все возможные бифуркационные диаграммы, реализуемые системами
на сфере.

Комментарий. Любой критической точке функции Λ, кроме 0 и 𝐿, отвечает несим-
метричная эллиптическая вилка. Для этого достаточно выполнения условий 1)-3), ука-
занных выше.

Приведенная выше схема может применяться и к другим задачам, получаемым из
описанной выше.

Так, если рассмотреть факторизацию сферы по антиподальному отображению 𝜉 :
(𝑟, 𝜙) → (𝐿 − 𝑟, 𝜙 + 𝜋), то получится проективная плоскость. Определенная таким об-
разом инволюция поднимается на все фазовое пространство 𝑇 *𝑀 :

𝜉 : (𝑝𝑟, 𝑘, 𝑟, 𝜙) → (−𝑝𝑟, 𝑘, 𝐿− 𝑟, 𝜙 + 𝜋).

Полученная система называется магнитным геодезическим потоком на проективной плос-
кости. Чтобы задача была поставлена корректно, потребуем выполнения условия (Λ′(𝑟))2+
(𝑓 ′(𝑟))2 > 0 всюду, кроме 𝑟 = 𝐿/2. В слоении Лиувиилля этой системы появляются бифур-
кации с неориентируемыми сепаратрисными диаграммами, реализуется изоэнергетическое
многообразие 𝐿(4, 1), в фазовом пространстве возникает (вырожденная) особенность типа
«удвоение периода».

Рассматриваемый класс поверхностей не ограничивается сферой и проективной плос-
костью. Так, чтобы получить магнитный геодезический поток на торе, наложим на функ-
ции 𝑓(𝑟), Λ(𝑟) следующие условия:

1) 𝑓 : [0, 2𝜋] → R>0, Λ : [0, 2𝜋] → R — гладкие 2𝜋-периодические функции Морса;

2) (Λ′(𝑟))2 + (𝑓 ′(𝑟))2 > 0;

3) кривизна плоской кривой (𝑓(𝑟),Λ(𝑟)) имеет лишь простые нули.

В этом случае слоение Лиувилля на неособом изоэнергетическом многообразии 𝑄3
ℎ явля-

ется прямым произведением, в меченой молекуле появляется «глобальный цикл», изоэнер-
гетическое многообразие диффеоморфно трехмерному тору 𝑇 3.

С учетом проведенных вычислений описан класс инвариантов Фоменко–Цишанга, ре-
ализуемых магнитными геодезическими потоками на поверхностях вращения, и даны ме-
тоды построения интегрируемой системы по заданной изоэнергетической молекуле.
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