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Рассмотрим невырожденную квадрику 𝐸 из семейства софокусных в пространстве R3.
Пусть 𝐷 — компактная область на 𝐸, ограниченная конечным числом квадрик, софо-
кусных с 𝐸, а углы излома на границе этой области равны 𝜋/2. Такие области были
классифицированы с точностью до комбинаторной эквивалентности Г.В. Белозеровым в
работе [1].

Рассмотрим следующую динамическую систему: внутри 𝐷 в поле упругой силы дви-
жется материальная точка единичной массы, отражаясь от границы этой области абсо-
лютно упруго. Такая система является интегрируемой гамильтоновой системой в кусочно-
гладком смысле (подробную информацию об ИГС см. в [2]). Дополнительный первый ин-
теграл 𝐹 , функционально независимый с энергией системы 𝐻, можно найти с помощью
метода В.В. Козлова. Отметим, что в 2018 году И.Ф. Кобцев рассмотрел эту задачу на
эллипсоиде.

Теорема 1. В эллиптических координатах первые интегралы рассматриваемой си-
стемы имеют следующий общий вид вне зависимости от выбора квадрики 𝐸:
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где 𝑝𝑖 – импульс, соответствующий координате 𝜆𝑖, 𝑘 – коэффициент силы упругости,
а ∆𝑖 = (𝑎− 𝜆𝑖)(𝑏− 𝜆𝑖)(𝑐− 𝜆𝑖).

Замечание 1. При фиксировании квадрики 𝐸 одна из эллиптических координат ста-
новится постоянной, а импульс, соответствующий этой координате, тождественно
равен нулю.

Возьмем в качестве 𝐸 однополостный гиперболоид. Пусть 𝐷 — область на 𝐸, огра-
ниченная софокусным эллипсоидом. При разделении переменных уравнения движения
принимают следующий вид:
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Опираясь на свойства функции, которая стоит в подкоренном выражении, были найдены
области возможного движения материальной точки, построены бифуркационные диаграм-
мы для случаев притягивающего и отталкивающего потенциалов и доказана следующая
теорема:
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Теорема 2. Слоения Лиувилля описанного биллиарда на неособых изоэнергетических
поверхностях 𝑄3 принадлежат к одному из трех классов лиувиллевой эквивалентно-
сти в случае 𝑘 > 0 и к одному из шести классов в случае 𝑘 < 0, это определяется их
инвариантами Фоменко–Цишанга.
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