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Рассмотрим математический биллиард внутри эллипса с уравнением 𝑥2/𝑎 + 𝑦2/𝑏 = 1
с абсолютно упругим отражением от границы. Положим, что на биллиардный шар дей-
ствует потенциал вида

𝑊 = 𝑐0((𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏)2 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑏) + 𝑐1(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏),

где 𝑐0, 𝑐1 ∈ R – параметры потенциала. Такой биллиард является гамильтоновой системой
на фазовом пространстве 𝑀4 с гамильтонианом

𝐻 =
𝑥̇2 + 𝑦̇2

2
+𝑊.

Более того, такая система допускает дополнительный первый интеграл вида

𝐹 =
𝑏𝑥̇2 + 𝑎𝑦̇2

2
− (𝑦𝑥̇− 𝑥𝑦̇)2

2
+ (𝑐0(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏) + 𝑐1)(𝑎𝑦2 + 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑏),

который независим от гамильтониана и коммутирует с ним. Таким образом, биллиард
является интегрируемой по Лиувиллю системой.

Ранее автором была изучена структура слоения Лиувилля невырожденных изоэнер-
гетических многообразий 𝑄3 = {𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡} такого биллиарда. В частности, были вы-
числены инварианты Фоменко-Цишанга для всевозможных невырожденных значений га-
мильтониана. Изучим теперь структуру слоения в окрестности слоев, содержащих невы-
рожденную особую точку ранга ноль. Как известно, такие точки делятся на четыре типа:
центр-центр, центр-седло, седло-седло и фокус-фокус. Оказывается, точки типа фокус-
фокус не встречаются в нашем биллиарде. Оставшиеся же три типа имеют место. Более
того, верна следующая теорема.

Теорема. Слоение Лиувилля эллиптического биллиарда с потенциалом четвертой
степени в окрестности особого слоя, содержащего точку типа центр-седло, устроен-
но как прямое произведение 2-диска на один из следующих 2-атомов: 𝐵, 𝐵2, 𝐶2 и 𝐶4.
При этом слоение Лиувилля окрестности особого слоя типа седло-седло устроенно как
полупрямое произведение 𝐵 × 𝐶2/Z2, 𝐵2 × 𝐶2/Z2 или 𝐵 × 𝐶4/Z2.
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