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Проблема Борсука является одной из фундаментальных проблем комбинаторной гео-
метрии. Рассмотрим произвольное ограниченное множество в пространстве R𝑛. Без огра-
ничения общности будем считать, что диаметр множества равен 1.

Числом Борсука произвольного ограниченного множества Ω назвается

𝑓(Ω) = min{𝑓 : Ω = Ω1 ∪ · · · ∪ Ω𝑓 ,∀𝑖 diam Ω𝑖 < diam Ω = 1}.

Далее, пусть
𝑓(𝑛) = max

Ω
𝑓(Ω).

Проблема Борсука заключается в том, чтобы найти 𝑓(𝑛) - минимальное количество частей
строго меньшего диаметра, на которые может быть разбито произвольное ограниченное
множество в R𝑛.

Эта работа посвящена одному важному варианту классической проблемы Борсука.
Пусть 𝑏 ∈ (0, 1], 𝑛 ∈ N. Определим величину 𝜒(𝑛, 𝑏) как минимальное количество частей
диаметра сторого меньше 𝑏, на которые может быть разбито произвольное ограниченное
множество диаметра 1 в пространстве R𝑛. Ясно, что при 𝑏 = 1 мы получим в точности
число Борсука. Нас будет интересовать случай, когда 𝑛 → ∞, 𝑏 = 𝑏(𝑛). Важным результа-
том является докзательство следующей теоремы [1] при помощи линейно-алгебраического
метода. В докладе будет показано, что если 𝑏(𝑛) ≤ 𝑐 < 1 для любого 𝑛 и некоторой констан-
ты 𝑐, то нижние оценки числа 𝜒(𝑛, 𝑏) будут экспоненциальны по 𝑛. Будут представлены
полученные константы под знаком экспоненты, в зависимости от различных значений 𝑏(𝑛).

Теорема. Пусть 𝑘−1 = 𝑘−1(𝑛), 𝑘0 = 𝑘0(𝑛), 𝑘1 = 𝑘1(𝑛) — произвольные функции со значе-
ниями во множестве ℛ𝑛, удовлетворяющие соотношениям

𝑘−1(𝑛) + 𝑘0(𝑛) + 𝑘1(𝑛) = 𝑛, 𝑘−1(𝑛) + 𝑘1(𝑛) ≤ 𝑛

2
, 𝑘−1(𝑛) ≤ 𝑘1(𝑛).

Рассмотрим для каждого 𝑛 максимальное целое число 𝑎 = 𝑎(𝑛), с которым√︃
𝑘1(𝑛) + 𝑘−1(𝑛) − 𝑎(𝑛)

𝑘1(𝑛) + 3𝑘−1(𝑛)
≥ 𝑏(𝑛).

Пусть 𝑓(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑠) — максимальная мощность совокупности (−1, 0, 1)-векторов в
R𝑛, в которой каждый вектор имеет ровно 𝑘𝑖, 𝑖 ∈ {−1, 0, 1}, координат величины 𝑖 и в
которой скалярное произведение любых двух векторов не меньше 𝑠. Тогда

𝜒(𝑛, 𝑏(𝑛)) ≥
𝐶

𝑘1(𝑛)
𝑛 𝐶

𝑘−1(𝑛)
𝑛−𝑘1(𝑛)

𝑓(𝑛, 𝑘−1(𝑛), 𝑘0(𝑛), 𝑘1(𝑛), 𝑎(𝑛) + 1)
.

Утверждение. Пусть 𝑘1(𝑛) = [𝑘′
1𝑛], 𝑘−1(𝑛) = [𝑘′

−1𝑛] и, как и ранее, 𝑘′
−1 + 𝑘′

1 ≤ 1/2,
𝑘′
𝑖 > 0, 𝑘′

−1 ≤ 𝑘′
1. Тогда
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𝜒(𝑛, 𝑏(𝑛)) ≥

(︃
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶

(𝑘′
1)

𝑘′1(𝑘′
−1)

𝑘′−1(1 − 𝑘′
1 − 𝑘′

−1)
1−𝑘′1−𝑘′−1

+ 𝑜(1)

)︃𝑛

,

где

𝐴 =
2 + 6𝑏2(3𝑘′

−1 + 𝑘′
1) −

√︁
−12𝑏4(3𝑘′

−1 + 𝑘′
1)

2 + 24𝑏2(3𝑘′
−1 + 𝑘′

1) + 4

12
,

𝐵 = 𝑏2(3𝑘′
−1 + 𝑘′

1) − 2𝐴, 𝐶 = 1 + 𝐴− 𝑏2(3𝑘′
−1 + 𝑘′

1).
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