Аналитико-численное исследование стабилизации решений в задаче реакция-диффузия
Булатов Павел Евгеньевич
Аспирант
Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова,
физический факультет, Москва, Россия
E–mail: bulatov.pe14@physics.msu.ru
Постановка задачи. Рассмотрим задачу реакция-диффузия с малым параметром на отрезке со стационарными граничными условиями Неймана:
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Пусть вырожденное уравнение 
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 имеет ровно три упорядоченных корня: , причём 
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 а функция начального условия 
 пересекает 

 в одной или нескольких точках. И пусть 
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 — знакопостоянная функция при 
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Задача (1) исследована в [1]. Сформулируем основной результат этой работы:
Теорема 1. При выполнении вышеперечисленных условий и при произвольном [image: image22.wmf](
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 решение задачи (1) 
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к некоторому , причём
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Конкретное 
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определяется начальным условием .
Качественный вид решения. Было установлено на численном эксперименте, что в окрестностях точек пересечения 
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 быстро формируются фронты – области с большой по модулю производной решения по координате, и регулярные участки, на которых решение близко к 
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или 
 (см. рис. 1). Фронты движутся и через некоторое время исчезают, столкнувшись друг с другом или с границей расчётной области, и мы получаем стационарное решение [image: image40.wmf](
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, удовлетворяющее условию (2).
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	Рис. 1. Качественный вид решения задачи (1).


Адаптивные сетки. Наличие контрастных структур в решении задачи (1) требует для достижения приемлемой точности неприемлемо малого шага по координате, а быстрые процессы формирования и разрушения фронтов — чрезмерно малого шага по времени. Поэтому целесообразно использовать адаптивные сетки [2].
Пусть 
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 – лагранжева координата, по которой будет введена сетка с постоянным шагом 
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. Сделаем замену 
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 на 
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 в (1), после чего перейдём к разностной аппроксимации второго порядка по пространству [3]. Полученную дифференциально-алгебраическую систему будем решать с помощью комплексной схемы Розенброка [4]. Возникающие системы линейных алгебраических уравнений имеют трёхдиагональные матрицы и решаются немонотонной прогонкой [5]. Процессы формирования и разрушения контрастных структур требуют измельчения шага по времени и сопровождаются быстрым изменением длины дуги решения на слое. Из этих соображений при каждом переходе на новый слой выбирается шаг по времени.
Построение сетки на слое. Наиболее сложной является задача построения [image: image48.wmf](
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, где . Для этого применяется метод равномерного распределения весовой функции [2]. На каждом шаге по времени нужно решить систему нелинейных алгебраических уравнений
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где 
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– вес шага – положительная величина, которая ставится в соответствие шагу . Вес определяется первой производной решения по координате:
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Здесь 
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 – нормировочная константа, 
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 – решение на слое 
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. Систему (3) предлагается решать методом Ньютона [3], после каждой итерации пересчитывая 

 комплексной схемой Розенброка. Якобиан следует найти аналитически. Очевидно, что он будет трёхдиагональным, а значит можно пользоваться немонотонной прогонкой. В качестве начального приближения можно взять сетку на текущем слое.
Контроль точности. После формирования сетки можно несколько раз сгущать её и осуществлять контроль точности [3,4]. Для этого каждый шаг 
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по времени и по координате на чётных слоях делится на две части в соотношении , затем с помощью интерполяции [3] строятся сетки на нечётных слоях.
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