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Эффективная проверка натурального числа на простоту явля-
ется важной задачей теории чисел и её приложений в криптогра-
фии. Детерминированный тест простоты AKS обладает полиноми-
альной, но сравнительно высокой сложностью O(log6 n) [1], поэтому
в практических приложениях чаще используются вероятностные те-
сты простоты или их комбинации. Исследования показывают, что
комбинация теста простоты LMR [2] и теста Миллера-Рабина, уси-
ленного эвристическим поиском пробных баз, демонстрирует высо-
кую эффективность проверки натурального числа на простоту.

Тест простоты LMR. Данный тест является расширением теста
простоты Лукаса. В последнем используется ряд Фибоначчи {Fn}n,
а именно, проверяется условие Fn−e(n) ≡ 0 (mod n), где e(n) =

(
n
5

)
-

символ Лежандра. Тест простоты LMR обладает большей точностью
[2] и основан на следующих утверждениях:

Определение 1. Пусть n > 5 - нечётное целое число, e(n) =
L(n, 5) - символ Лежандра, n − e(n) = t · 2s, причём t нечётно.
Число n называется LMR-простым числом, если выполнено одно из
следующих условий:

1. Ft ≡ 0 (mod n),
2. (∃ i) 0 ≤ i < s, Fm−1 + Fm+1 ≡ 0 (mod n) , где m = t · 2i.

Теорема 1. Простое число p > 5 является LMR-простым числом.

Эвристический выбор пробных чисел в тесте Миллера-
Рабина. Сформулируем марковский процесс решений, состояние ко-
торого задано вектором параметов (α1, α2, ..., αk), зависящим от про-
веряемого на простоту числа n. Действием будем считать выбор для
итерации теста Миллера-Рабина пробного числа a ∈ [2; 2 ln2 n], либо
сообщение о том, что n является простым числом. Если n простое,
то оптимальная π∗ сообщает об этом и завершает работу. Если n со-
ставное число, тогда π∗, исходя из текущего состояния (α1, α2, ..., αk)
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Текущая секция

Mean Std Median Mode
SEQ 15.879 15.341 12 12
RAND 4.010 8.690 2 1
RL 1.509 1.088 1 1

Таблица 1: Анализ количества использованных пробных чисел в за-
висимости от стратегии: последовательный выбор (SEQ) начиная с
двойки, случайный выбор (RAND) и выбор на основе обучения с
подкреплением (RL)

возвращает такое пробное число a ∈ [2; 2 ln2 n], что итерация теста
Миллера-Рабина с ним наиболее вероятно (по сравнению с други-
ми пробными числами) покажет, что n составное. Число a также
называют базой. Подробные результаты исследования эвристическо-
го поиска баз для усиления теста Миллера-Рабина опубликованы в
нашей статье [3], краткое резюме представлено в таблице 1. Поиск
оптимальной политики π∗ осуществляется при помощи алгоритма
обучения с подкреплением PPO [4]. Тестирование стратегий прове-
дено на выборке составных чисел n ∈ [1024; 1036], имеющих высокую
долю ложных свидетелей простоты [5].

Комбинация тестов. Практические эксперименты на числах
n ≤ 1036 показывают, что последовательное применение теста про-
стоты LMR и теста Миллера-Рабина, усиленного эвристическим по-
иском баз, позволяет безошибочно определить простоту числа.
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