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摘 要

关键字：不确定关系；量子力学；理论物理

中图分类号：O413.1
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符号表

𝑥 坐标

𝑝 动量

𝜓(𝑥) 波函数

⟨𝑥| 左矢（bra）
|𝑥⟩ 右矢（ket）
⟨𝛼|𝛽⟩ 内积
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第一部分

引言
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表面波研究是地球物理测深中的一种新方法。该方法的特点是低频率，低

速度，高振幅和高信噪比。近年来，该方法已被广泛应用于小深度地球物理探

测（在莫霍表面以上，约 30-40公里深）、深部地震学研究和许多其他科学领域。
地震表面波的直接问题主要是通过研究和计算瑞利表面波的色散度。分段常数

平面层状介质的经典方法是汤姆森哈斯卡尔旋转矩阵方法 [3]。在实践中，数值
计算有高频精度损失的问题。为了解决这个问题，已经开发了一些新的方法 [4–
11]。陈晓飞提出了计算平面波 [12–15]色散度的广义反射透射系数法（GR/TC）。
该方法找到了离散方程的正确根，即它提供了一个“根搜索”过程。随着层的次

数的增加，“根搜索”过程的复杂性会增加。在文章中，作者通过引入地震阻抗

张量，可以得到一种新的频散方程，并且使用了一个微分方程系统去解这个微

分方程。通过使用四阶的龙格库塔方法解该系统后，得到了基本的瑞丽面波的

色散曲线。但是，步的大小的抽样会影响微分方程的计算速度和精确度（若步的

大小足够大，就会失去精确度；若步的大小足够小，则计算速度会很慢）在这篇

基于地震阻抗张力的文章中，我们引入了一种新的迭代张量比来弥补这个缺陷。
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第二部分

论文主体
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第 1章 层状介质中弹性动力学方程及

地震波方程

1.1 弹性介质中的广义胡克定律
弹性介质——在给定的热力学条件下，如果介质中的任一点的应变分量由

该店的应力分量决定，而与应力的历史无关，这种介质称为完全弹性介质。[]。在

无穷小应变理论中其基本假设是 |𝑒𝑖𝑗| << 1。完全弹性介质中的本构关系可以用
数学公式描述为 𝜏𝑖𝑗 = 𝜏𝑖𝑗(0) + ( 𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑒𝑘𝑙
)0𝑒𝑘𝑙 。令 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = ( 𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑒𝑘𝑙
)0，则 𝜏𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙，这

就是广义胡克定律。

1.2 横向各向同性介质本构关系
如果介质中某点的物理性质与方向有关，那么该介质称为各向异性的，如具

有晶体结构的介质。在地球介质中由于受力状态的不均匀，有些部位的介质在

力的作用下介质的性质在宏观上按一定的方向排列,使得介质的性质在宏观上表
现为各向同性。如果介质中某点的物理性质与方向无关,那么该介质称为各向同
性介质。如果介质的性质是旋转轴对称的,该介质称为横向各向同性介质。对于
横向各向同性介质我们可以用三阶旋转矩阵：

𝐴 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

0 0 1

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

(1.1)

进行坐标变换。

进行坐标变换后，广义胡克定律可变换成 𝜏𝑖𝑗 = 𝜆𝑒𝑛𝑚𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝑒𝑖𝑗 其中 𝜆和 𝜇
被称为拉梅（Lame）常数。

1.3 弹性动力学方程及地震波方程
波满足的弹性动力学方程。设在任意给定的时刻 𝑡 ,在所考虑的介质中任意

取一个体积单元 𝑉 ,其表面为 𝑆 充分光滑),表面的外法线单位矢量用 ̂𝑛表示。
作用在 𝑆 面上的总面力,应该是 ∮𝑠 𝜏 ⋅ ̂𝑛 d𝑆。设单位体积受到的力𝑓 为,整个

体积单元 𝑉 受到的总体力为∬ 𝑓 𝑑𝑉。（能量守恒）根据牛顿第二定律,这一体积
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1.3 弹性动力学方程及地震波方程

单元将在其表面应力、体积力和惯性力的作用下达到平衡,由此可得

∮𝑠
𝜏 ⋅ ̂𝑛 d𝑆 + ∬𝑉

𝑓 d𝑉 − ∭𝑉
𝜌𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 d𝑉 = 0 (1.2)

用下角标求和的形式表示为

∬𝑆
𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗 d𝑠 + ∭𝑉

𝑓𝑖 d𝑉 − ∭𝑉
𝜌𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑡2 d𝑉 = 0 (1.3)

其中,为介质的密度。利用高斯积分公式得

∮𝑠
𝜏 ⋅ ̂𝑛 d𝑆 = ∭𝑉

∇ ⋅ 𝜏d𝑉 (1.4)

用下角标求和的形式表为代人式 (3.1.2)得到

∮𝑠
𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗 d𝑠 = ∭𝑉

𝜕𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

d𝑉 (1.5)

由于体积单元 𝑉 是任意取的,所以式 (3.1.5)中的被积函数必须为零,得到

𝜕𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑓𝑖 − 𝜌𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡2 = 0 (1.6)

即

𝜌𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡2 =

𝜕𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑓𝑖 (1.7)

式 (3.1.7)即为弹性动力学方程。具体的求解式 (3.1.7)还需要知道应力-应变关系
及相应的边界条件。对于各向同性介质 (胡克定律)

𝜏𝑖𝑗 = 𝜆𝛿𝑖,𝑗𝑢𝑏,𝑘 + 𝜇 (𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑖) (1.8)

把式 (3.1.8)代人式 (3.1.7)可以得到位移表示的各向同性介质中的弹性动力学方
程

𝜌𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡2 = 𝑢𝑘,𝑘𝜕𝑖𝜆 + 𝜆𝑢𝑘,𝑘𝑖 + (𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 𝜕𝑗𝜇 + 𝜇 (𝑢𝑖,𝑗𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖𝑗) + 𝑓𝑖 (1.9)

用矢量符号的形式可表示为

𝜌𝜕2𝑢
𝜕𝑡2 = ∇𝜆∇ ⋅ 𝑢 + (𝜆 + 𝜇)∇∇ ⋅ 𝑢 + ∇𝜇 ⋅ (∇𝑢 + 𝑢∇) + 𝜇∇2𝑢 + 𝑓 (1.10)

其中. 并且矢 𝑢∇ 是 ∇𝑢 的转置, 即如果 ∇𝑢 的分量形式为 𝑢𝑗,𝑖,𝑢∇ 的分量形式为
𝑢𝑖,𝑗 ,利用等式 ∇ × ∇ × 𝑢 = ∇∇ ⋅ 𝑢 − ∇2𝑢可以把式 (3.1.10)表示为另一种形式

𝜌𝜕2𝑢
𝜕𝑡2 = ∇𝜆∇ ⋅ 𝑢 + ∇𝜇 ⋅ (∇𝑢 + 𝑢∇) + (𝜆 + 2𝜇)∇∇ ⋅ 𝑢 − 𝜇∇ × ∇ × 𝒖 + 𝒇 (1.11)

式 (3.1.11)是各向同性介质中最一般形式的弹性动力学方程。对于地震波的激发
问题,𝑓 为震源等价体力。如果考虑地球的自由振荡问题,体力项还应包含地球的
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第 1章 层状介质中弹性动力学方程及地震波方程

自重力,更精细地讨论时还应考虑地球自转引起的科里奥利力等。如果式 (3.1.11)
中不包括体力项 𝑓 ,就简化为

𝜌𝜕2𝑢
𝜕𝑡2 = ∇𝜆∇ ⋅ 𝑢 + ∇𝜇 ⋅ (∇𝑢 + 𝑢∇) + (𝜆 + 2𝜇)∇∇ ⋅ 𝑢 − 𝜇∇ × ∇ × 𝒖 (1.12)

该方程为震源区外的地震波方程。

求解式 (3.1.11) 或式 (3.1.12) 是理论地震学中最重要的研究方向, 包含理论
震相特征分析、地震波的走时计算, 计算理论地震图等。对于横向非均匀介质,
由于介质参数梯度的存在,使得式 (3.1.12)的求解变得非常困难,目前还没有精确
的解析解。对于水平层状的一维介质,可以把介质的梯度层分成许多薄层,每个
薄层都是均匀的,当薄层的厚度比优势波长小得多的时候，这种近似就能达到足
�的精度。目前,水平均匀层状介质中地震波的激发和传播问题已有足够精确的
解。对于一般的横向非均匀介质,可采用高频近似射线理论来求解。但是,任何
形式的高频近似者会失去波动的效应。一般情况下,都是求给定边界条件下的特
解。对于复杂介质,可以用有限差分方法求解。在有限差分计算中,一般是直接对
式（）与式 (3.1.8)联立求解。首先对介质格点化,计算格点的位移和应力。时间
和空间离散化后，它们的导数用差分的形式计算。理论上,有限差分方法可以处
理任意复杂的介质模型,优点是简单易行,缺点是计算耗时,计算结果跟实际观测
数据一样难以解释。在复杂介质及边界条件下求解方程 (3.1.7)的解析解是相当
困难的。在高频条件下,求射线近似解。如果介质是均匀的,式 (3.1.12)就简化为

𝜌𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡2 = (𝜆 + 2𝜇)∇∇ ⋅ 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜇∇ × ∇ × 𝒖(𝒙, 𝒕) (1.13)

(𝜆 + 2𝜇)∇∇ ⋅ 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜇∇ × ∇ × 𝒖(𝒙, 𝒕) − 𝜌𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡2 = 0 (1.14)

必须强调，式子 (1.14) 只是均匀各项同性介质中的地震波方程。为了窥视均匀
各项同性介质中地震波的特征，在频率域内讨论可能更加方便，因此，对式子

(1.14)做时间域的傅里叶变换可得

(𝜆 + 2𝜇)
𝜌 ∇∇ ⋅ 𝒖(𝑥, 𝜔) − 𝜇

𝜌 ∇ × ∇ × 𝒖(𝑥, 𝜔) + 𝜔2𝒖(𝒙, 𝜔) = 0 (1.15)

定义 𝛼 = √
𝜆+2𝜇

𝜆 (P波波速), 𝛽 = √
𝜇
𝜌 (S波波速),代入式 (3.1.14)得

𝛼2∇∇ ⋅ 𝒖(𝒙, 𝜔) − 𝛽2∇ × ∇ × 𝒖(𝑥, 𝜔) + 𝜔2𝒖(𝑥, 𝜔) = 0 (1.16)

式（3.1.15）是频率域中均匀各向同性介质的地震波方程。令式（3.1.12)有如下
形式的解

𝒖(𝑥, 𝜔) = 𝒖𝛼(𝑥, 𝜔) + 𝒖𝛽(𝑥, 𝜔) (1.17)
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1.3 弹性动力学方程及地震波方程

满足附加条件

∇ × 𝒖𝑎 = 0, ∇ ⋅ 𝒖𝛽 = 0 (1.18)

满足式 (3.1.15)式 (3.1.17)的 𝒖𝛼 与 𝒖𝛽 一定相互独立。因为如果 𝒖𝛼 与 𝒖𝛽 不独立,
它们之间就可以相互表达,假设 𝑢𝑜 = 𝑐𝑢𝛽 ,其中, 𝑐 为非零常数。两边取散度,根据
式 (3.1.17),推得 ∇.𝒖𝛼 = 0。对 𝒖𝛼 = 𝑐𝒖𝛽 两边取旋度,则推得 ∇ × 𝒖𝛽 = 0。所以,
𝑢𝛼 与 𝒖𝛽 的旋度和散度都为零。再由式 (3.1.16)推得 ∇ ⋅ 𝒖 = 0, ∇ × 𝒖 = 0。根据式
(3.1.15),最后推得 𝒖(𝑥, 𝜔) ≡ 0。这与 𝒖(𝒙, 𝜔)不能恒等于 0的假设相矛盾，所以 𝒖𝛼

和 𝒖𝛽 一定相互独立。将式 (3.1.16)代人式 (3.1.15),并利用附加条件式 (3.1.17)得

𝛼2∇∇ ⋅ 𝑢𝛼 − 𝛽2∇ × ∇ × 𝒖𝛽 + 𝜔2 (𝒖𝛼 + 𝒖𝛽) = 0 (1.19)

利用公式 ∇ × ∇ × 𝒖 = ∇∇ ⋅ 𝒖 − ∇2𝒖及解的附加条件式（3.1.17）得

(𝛼2∇2𝒖𝛼 + 𝜔2𝒖𝛼) + (𝛽2∇2𝒖𝛽 + 𝜔2𝒖𝛽) = 0 (1.20)

由于 𝒖𝛼与 𝒖𝛽 相互独立,推出 𝛼2∇2𝒖𝛼 +𝜔2𝒖𝛼 = 0, 𝛽2∇2𝒖𝛽 +𝜔2𝒖𝛽 = 0。令 𝑘𝛼 = 𝜔
𝛼 (P

波波数), 𝑘𝛽 = 𝜔
𝛽 (S波波数),得到

∇2𝒖𝛼 + 𝑘2
𝑎𝒖𝛼 = 0

∇2𝒖𝛽 + 𝑘2
𝛽𝒖𝛽 = 0

(1.21)
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第 2章 计算层状介质中瑞利面波频散

的正问题

2.1 层状介质中瑞利面波频散的计算方法
在本节中，通过引入地震阻抗张量，我们建立了一个新的数学模型来有效地

计算层状介质中的面波特征。设一个边界为 𝑧 = 𝑧𝑛,𝑛 ∈ [0, 𝑛]的分层介质，其中
𝑧0 = 0代表地球表面。在每层内部 𝑧 ∈ [𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛] , 𝑛 ∈ [1, 𝑛]。让我们把地震参数
𝜆𝑛，𝜇𝑛和 𝜌𝑛作为常数。在这种分层介质中，行波沿 𝑂𝑋 轴传播。行波中的位移

矢量由下式给出：

𝑈⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = ̄𝑢(𝑧)𝑒𝑖𝛾𝑥+𝑖𝜔𝑡 (2.1)

式中 𝑖 = √−1，𝜔为地震场频率，𝛾 为行波传播常数（特征）， ̄𝑢(𝑧) = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)
为行波振幅。根据我们简化模型中的假设，在一层内 (例如在 𝑧 ∈ [𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛]中)
𝑈⃗ = (𝑈𝑥, 𝑈𝑦, 𝑈𝑧)满足常系数的应力方程

(𝜆𝑛 + 2𝜇𝑛) ∇∇ ⋅ 𝑈⃗ − 𝜇𝑛∇ × ∇ × 𝑈⃗ + 𝜔2𝜌𝑛𝑈⃗ = 0
𝑧 ∈ [𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛]

(2.2)

在分层的边界上，保持偏移 𝑈̄ (𝑧)和张力𝛿𝑖𝑗 的连续性的条件是:

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝑑𝑖𝑣𝑈̄(𝑧) + 𝜇 (
𝜕𝑈̄(𝑧)

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜕𝑈̄(𝑧)

𝜕𝑥𝑖 ) , {𝑥𝑖} = {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝑖 ∈ [1, 3] (2.3)

将拉梅方程中的面波表达式和应力表达式代入，我们可以得到

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

(𝜆 + 2𝜇)𝑖𝛾 (𝑖𝛾𝑢𝑥(𝑧) + 𝑢′
𝑧(𝑧)) − 𝜇 (−𝑢′′

𝑥 + 𝑖𝛾𝑢′
𝑧) + 𝜔2𝜌𝑢𝑥 = 0,

−𝜇 (𝑢′′
𝑦 − 𝛾2𝑢𝑦) + 𝜔2𝜌𝑢𝑦 = 0

(𝜆 + 2𝜇) (𝑖𝛾𝑢′
𝑥(𝑧) + 𝑢′′

𝑧 (𝑧)) − 𝜇 (𝑖𝛾 (𝑢′
𝑥 − 𝑖𝛾𝑢𝑧)) + 𝜔2𝜌𝑢𝑧 = 0,

(2.4)

𝜎𝑥𝑧 = 𝜇 (𝑖𝛾𝑢𝑧(𝑧) + 𝑢′
𝑥(𝑧)) ,

𝜎𝑧𝑧 = (𝜆 + 2𝜇)𝑢′
𝑧(𝑧) + 𝜆𝑖𝛾𝑢𝑥(𝑧),

(2.5)

面波的偏振与坐标 𝑂𝑦 无关，因此 𝑢𝑦(𝑧) = 0。因此，我们得到一个与位移
𝑢𝑥, 𝑢𝑧相关的二元方程组。简化（1.4），我们有

{
𝑢′′

𝑥 + 𝑎2
𝑥𝑢𝑥 + 𝑏1𝑢′

𝑧 = 0,
𝑢′′

𝑧 + 𝑎2
𝑧𝑢𝑧 + 𝑏2𝑢′

𝑥 = 0,
(2.6)
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2.1 层状介质中瑞利面波频散的计算方法

·其中 𝑎2
𝑥 = 𝜌𝜔2−(𝜆+2𝜇)𝛾2

𝜇 , 𝑏1 = (𝜆+𝜇)𝑖𝛾
𝜇 , 𝑎2

𝑧 = 𝜌𝜔2−𝜇𝛾2

𝜆+2𝜇 , 𝑏2 = (𝜆+𝜇)𝑖𝛾
𝜆+2𝜇 .

当 𝑧 → ∞, 𝑢𝑥, 𝑢𝑧 → 0时，我们要确保 Im 𝑎𝑥 ≠ 0和 Im 𝑎𝑧 ≠ 0。

𝑎𝑥 = 𝑖√
(𝜆 + 2𝜇)𝛾2 − 𝜌𝜔2

𝜇 , 𝑎𝑧 = 𝑖√
𝜇𝛾2 − 𝜌𝜔2

𝜆 + 2𝜇 . (2.7)

方程组 (2.6)通过指定的向量形式的微分方程组来求解:
𝑑 ̄𝑉
𝑑𝑧 = ̂𝐴 ̄𝑉 , (2.8)

其中 ̄𝑉 = (𝑣1 = 𝑢𝑥, 𝑣2 = 𝑢𝑧, 𝑣3 = 𝑢′
𝑥, 𝑣4 = 𝑢′

𝑧) ,

̂𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1

−𝑎2
𝑥 0 0 −𝑏1

0 −𝑎2
𝑧 −𝑏2 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(2.9)

微分方程 (2.8)有通解 ̄𝑉 = ̄𝑌 𝑒𝜂𝑧的充要条件是具有以下形式

det( ̂𝐴 − 𝜂𝐸) = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝜂 0 1 0
0 −𝜂 0 1

−𝑎2
𝑥 0 −𝜂 −𝑏1

0 −𝑎2
𝑧 −𝑏2 −𝜂

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 0. (2.10)

我们可以得到如下解：

𝜂1 = √𝛾2 − 𝜔2𝜌
𝜇 , 𝜂3 = −√𝛾2 − 𝜔2𝜌

𝜇 ,

𝜂2 = √𝛾2 − 𝜔2𝜌
(𝜆+2𝜇) , 𝜂4 = −√𝛾2 − 𝜔2𝜌

(𝜆+2𝜇) .
(2.11)

这四个根 𝜂 是矩阵 ̂𝐴的特征值。因此，对于矩阵 ̂𝐴，我们得到如下形式的四个
特征向量

𝑎1 = [−𝑖𝜂1, −𝛾, −𝑖𝜂2
1 , −𝑚1]

𝑇 ,
𝑎2 = [−𝑖𝜂1, 𝛾, 𝑖𝜂2

1 , −𝜂1]
𝑇 ,

𝑎3 = [𝛾, −𝑖𝜂2, 𝜂2, −𝑖𝜂2
2]

𝑇 ,
𝑎3 = [𝛾, 𝑖𝜂2, −𝜂2, −𝑖𝜂2

2]
𝑇 .

则方程 (2.8)有如下解

̄𝑉 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) diag (𝑒𝜂1𝑧, 𝑒−𝜂1𝑧, 𝑒𝜂2𝑧, 𝑒−𝜂2𝑧)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝐶1

𝐶2

𝐶3

𝐶4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (2.12)
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第 2章 计算层状介质中瑞利面波频散的正问题

向量场 𝑈⃗ 的 x分量和 z分量可表示为

{
𝑢𝑥 = −𝑖𝜂1𝑒𝜂1𝑧𝐶1 − 𝑖𝜂1𝑒−𝜂1𝑧𝐶2 + 𝛾𝑒𝜂2𝑧𝐶3 + 𝛾𝑒−𝜂2𝑧𝐶4,
𝑢𝑧 = −𝛾𝑒𝜂1𝑧𝐶1 + 𝛾𝑒−𝜂1𝑧𝐶2 − 𝑖𝜂2𝑒𝜂2𝑧𝐶3 + 𝑖𝜂2𝑒−𝜂2𝑧𝐶4.

(2.13)

将 (13)代入应力的连续条件 (3)，可得

𝜎𝑥𝑧 = −𝑃1𝑒𝜂1𝑧𝐶1 + 𝑃1𝑒−𝜂1𝑧𝐶2 + 𝑃2𝑒𝜂2𝑧𝐶3 − 𝑃2𝑒−𝜂2𝑧𝐶4,
𝜎𝑧𝑧 = −𝑃3𝑒𝜂1𝑧𝐶1 − 𝑃3𝑒−𝜂1𝑧𝐶2 − 𝑃4𝑒𝜂2𝑧𝐶3 − 𝑃4𝑒−𝜂2𝑧𝐶4,

(2.14)

其中 𝑃1 = 𝑖𝜇 (𝛾2 + 𝜂2
1) , 𝑃2 = 2𝜇𝜂2𝛾, 𝑃3 = 2𝜇𝜂1𝛾, 𝑃4 = 𝑖 ((𝜆 + 2𝜇)𝜂2

2 − 𝜆𝛾2)
以下边界条件对分层介质来说是成立的: 1. 位移和应力的连续性:

𝑢𝑥 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗+0 = 𝑢𝑥 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗−0 ,

𝑢𝑧 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗+0 = 𝑢𝑧 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗−0 ,

𝜎𝑥𝑧 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗−0 = 𝜎𝑥𝑧 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗+0 ,

𝜎𝑧𝑧 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗−0 = 𝜎𝑧𝑧 (𝑧𝑗)|𝑧=𝑧𝑗+0 .

(2.15)

在地球表面，应力张量消失，表达式 (5),(6)的形式为

{
𝜎𝑥𝑧|𝑧=0 = 0
𝜎𝑧𝑧|𝑧=0 = 0

(2.16)

3. 当 𝑧 → ∞时,我们有
𝑢𝑥(𝑧) = 0, 𝑢𝑧(𝑧) = 0 (2.17)

我们需要让

𝑢𝑥(𝑧 = 0) = 𝑢0
𝑥, 𝑢𝑧(𝑧 = 0) = 𝑢0

𝑧

与位移 𝑢𝑥, 𝑢𝑧 相关的地震波阻抗张量 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑧𝑧 大小的关系可以用下面的线性

方程组来表达：

{
𝜎𝑥𝑧 = 𝑍𝑥𝑥𝑢𝑥 + 𝑍𝑥𝑧𝑢𝑧

𝜎𝑧𝑧 = 𝑍𝑧𝑥𝑢𝑥 + 𝑍𝑧𝑧𝑢𝑧
(2.18)

其中 𝑍̂ =
|

𝑍𝑥𝑥 𝑍𝑥𝑧

𝑍𝑧𝑥 𝑍𝑧𝑧 |
𝑍̂是二阶地震阻抗张量。注意到，阻抗张量在不连续点 𝜆, 𝜇, 𝜌是连续的，因

为应力和位移是连续的。如果我们在 z=0处确定阻抗张量，即 𝑍̂(𝑧 = 0) = 𝑍̂0,
那么，根据应力边界条件，在 𝑧 = 0我们有:

𝜎𝑥𝑧(𝑧 = 0) = 𝑍0
𝑥𝑥𝑢𝑥(𝑧 = 0) + 𝑍0

𝑥𝑧𝑢𝑧(𝑧 = 0) = 0
𝜎𝑧𝑧(𝑧 = 0) = 𝑍0

𝑧𝑥𝑢𝑥(𝑧 = 0) + 𝑍0
𝑧𝑧𝑢𝑧(𝑧 = 0) = 0

(2.19)
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2.1 层状介质中瑞利面波频散的计算方法

对于震动中的面波的存在，除零以外，条件还必须满足 𝑢𝑥(0)和 𝑢𝑦(0)。

det 𝑍̂0 = 𝑍0
𝑥𝑥𝑍0

𝑧𝑧 − 𝑍0
𝑥𝑧𝑍0

𝑧𝑥 = 0 (2.20)

这是一个用于确定行波传播常数 γ与频率 ω和层状介质参数之间关系的频散方
程。如果方程的根存在，那么对于一个给定的 γ，我们可以从（1.14）中找到面
波中位移振幅的比率。这是用于确定行进波 𝛾 的传播常数与频率 𝜔和层状介质
参数的函数的频散方程。

𝑢𝑥(𝑧 = 0)
𝑢𝑥(𝑧 = 0) = −𝑍0

𝑥𝑧
𝑍0

𝑥𝑥
= −𝑍0

𝑧𝑧
𝑍0

𝑧𝑥
. (2.21)

因此，一切都简化为确定 𝑧 = 0处的阻抗张量。让我们推导出阻抗张量的方程
组。为此，我们从 (1.12)中得到位移 𝑢𝑥 , 𝑢𝑧的 z级导数。

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑑𝑢𝑥
𝑑𝑧 = 1

𝜇 𝑍𝑥𝑥(𝑧)𝑢𝑥(𝑧) + (
1
𝜇 𝑍𝑥𝑧(𝑧) − 𝑖𝛾) 𝑢𝑧(𝑧)

𝑑𝑢𝑧
𝑑𝑧 = 1

𝜆 + 2𝜇 (𝑍𝑧𝑥(𝑧) − 𝑖𝛾𝜆) 𝑢𝑥(𝑧) + 1
𝜆 + 2𝜇 𝑍𝑧𝑧(𝑧)𝑢𝑧(𝑧).

(2.22)

然后，在该层内，𝜆、𝜇是常数，我们找到位移的二阶导数。

𝑑2𝑢𝑥
𝑑𝑧2 = 1

𝜇 (𝑍′
𝑥𝑥(𝑧)𝑢𝑥(𝑧) + 𝑍𝑥𝑥(𝑧)𝑢′

𝑥(𝑧) + 𝑍′
𝑥𝑧(𝑧)𝑢𝑧(𝑧) + 𝑍𝑥𝑧(𝑧)𝑢′

𝑧(𝑧)) − 𝑖𝛾𝑢′
𝑧(𝑧)
(2.23)

𝑑2𝑢𝑧
𝑑𝑧2 = 1

𝜆 + 2𝜇 (𝑍′
𝑧𝑧(𝑧)𝑢𝑧(𝑧) + 𝑍𝑧𝑧(𝑧)𝑢′

𝑧(𝑧) + 𝑍′
𝑧𝑥(𝑧)𝑢𝑥(𝑧) + 𝑍𝑧𝑥(𝑧)𝑢′

𝑥(𝑧) − 𝑖𝛾𝜆𝑢′
𝑥(𝑧))
(2.24)

将 (28)中的 𝑢′
𝑥(𝑧), 𝑢′

𝑧(𝑧)代入这些表达式，我们最后得到

𝑑2𝑢𝑥
𝑑𝑧2 =

(
1
𝜇 𝑍′

𝑥𝑥 + 1
𝜇2 𝑍2

𝑥𝑥 + 𝑍𝑥𝑧𝑍𝑧𝑥 − 𝑖𝛾𝜆𝑍𝑥𝑧
𝜇(𝜆 + 2𝜇) − 𝛾2𝜆 + 𝑖𝛾𝑍𝑧𝑥

(𝜆 + 2𝜇) )
𝑢𝑥

+ (
𝑍𝑥𝑧𝑍𝑥𝑥 − 𝑖𝜇𝛾𝑍𝑥𝑥

𝜇2 + 1
𝜇 𝑍′

𝑥𝑧 + 𝑍𝑥𝑧𝑍𝑧𝑧
𝜇(𝜆 + 2𝜇) − 𝑖𝛾𝑍𝑧𝑧

𝜆 + 2𝜇 ) 𝑢𝑧,
(2.25)

𝑑2𝑢𝑧
𝑑𝑧2 = (

𝑍′
𝑧𝑥

𝜆 + 2𝜇 + 𝑍𝑧𝑧𝑍𝑧𝑥 − 𝑖𝛾𝜆𝑍𝑧𝑧
(𝜆 + 2𝜇)2 + 𝑍𝑧𝑥𝑍𝑥𝑥

𝜇(𝜆 + 2𝜇) − 𝑖𝛾𝜆𝑍𝑥𝑥
𝜇(𝜆 + 2𝜇)) 𝑢𝑥

+
(

𝑍′
𝑧𝑧

𝜆 + 2𝜇 + 𝑍2
𝑧𝑧

(𝜆 + 2𝜇)2 + 𝑍𝑧𝑥𝑍𝑥𝑧 − 𝑖𝜇𝛾𝑍𝑧𝑥
𝜇(𝜆 + 2𝜇) − 𝜆𝜇𝛾2 + 𝑖𝛾𝜆𝑍𝑥𝑧

𝜇(𝜆 + 2𝜇) )
𝑢𝑧.

(2.26)
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将 (28)-(32)中的第一和第二导数代入 Lame方程 (2)，我们得到

(𝑍′
𝑥𝑥 − (𝑖𝜆𝜇𝛾 (𝑍𝑥𝑧 − 𝑍𝑧𝑥) − (𝜆 + 2𝜇)𝑍2

𝑥𝑥 − 𝜇𝑍𝑥𝑧𝑍𝑧𝑥

+4𝜇2𝛾2(𝜆 + 𝜇) − 𝜔2𝜌𝜇(𝜆 + 2𝜇))) 𝑢𝑥 + (𝑍′
𝑥𝑧 − ((𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑥𝑥

−𝑖𝜇𝜆𝛾𝑍𝑧𝑧 − (𝜆 + 2𝜇)𝑍𝑥𝑥𝑍𝑥𝑧 − 𝜇𝑍𝑥𝑧𝑍𝑧𝑧)) 𝑢𝑧 = 0
(𝑍′

𝑧𝑥 + ((𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑥𝑥 − 𝑖𝛾𝜇𝜆𝑍𝑧𝑧 + (𝜆 + 2𝜇)𝑍𝑧𝑥𝑍𝑥𝑥 + 𝜇𝑍𝑧𝑥𝑍𝑧𝑧

−(𝜆 + 2𝜇)𝜇2𝛾2 + (𝜆 + 2𝜇)𝜌𝜇𝜔2)) 𝑢𝑥 + (𝑍𝑧𝑧 + ((𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑥𝑧

−(𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑧𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑍𝑥𝑧𝑍𝑧𝑥 + 𝜇𝑍2
𝑧𝑧 + (𝜆 + 2𝜇)𝜇2𝛾2)) 𝑢𝑧 = 0.

(2.27)

公式 (2.20)被称为计算表面波频散曲线的直接问题。阻抗 𝑍̂0( ̄𝜆, ̄𝜇, ̄𝜌, ℎ̄, 𝜔, 𝛾)由方
程组得到的阻抗为:

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑑𝑍𝑥𝑥
𝑑𝑧 = 𝑖𝜆𝜇𝛾 (𝑍𝑥𝑧 − 𝑍𝑧𝑥) − (𝜆 + 2𝜇)𝑍2

𝑥𝑥 − 𝜇𝑍𝑥𝑧𝑍𝑧𝑥 + 4𝜇2𝛾2(𝜆 + 𝜇) − 𝜔2𝜌𝜇(𝜆 + 2𝜇)
𝑑𝑍𝑧𝑧

𝑑𝑧 = −(𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑥𝑧 − (𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑧𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑍𝑥𝑧𝑍𝑥𝑥 + 𝜇𝑍2
𝑧𝑧 + 𝜔2𝜌𝜇(𝜆 + 2𝜇)，

𝑑𝑍𝑥𝑧
𝑑𝑧 = −(𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑥𝑥 − 𝑖𝜇𝜆𝛾𝑍𝑧𝑧 − (𝜆 + 2𝜇)𝑍𝑥𝑥𝑍𝑥𝑧 − 𝜇𝑍𝑥𝑧𝑍𝑧𝑧,

𝑑𝑍𝑧𝑥
𝑑𝑧 = −(𝜆 + 2𝜇)𝑖𝜇𝛾𝑍𝑥𝑥 − 𝑖𝜇𝜆𝛾𝑍𝑧𝑧 − (𝜆 + 2𝜇)𝑍𝑧𝑥𝑍𝑥𝑥 − 𝜇𝑍𝑧𝑥𝑍𝑧𝑧,

(2.28)
为了解决该系统，有必要将阻抗张量的初始值设定为 𝑧 = 𝑧𝑁 = 𝐻（半空间表
面）。知道 𝑍(𝑧 = 𝐻) = 𝑍̂𝐻 后，𝑍̂(𝑧)的柯西问题很容易得到数值解，即:

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑍(𝐻)
𝑥𝑥 = −

𝜇(𝐻)𝜂(𝐻)
2 (𝜂2(𝐻)

1 −𝛾2
)

𝜂1(𝐻)𝜂2(𝐻)−𝛾2

𝑍(𝐻)
𝑥𝑧 = −

𝑖𝜇(𝐻)𝛾(𝜂2(𝐻)
1 −2𝜂(𝐻)

1 𝜂(𝐻)
2 +𝛾2

)
𝜂(𝐻)

1 𝜂2(𝐻)−𝛾2 ,

𝑍(𝐻)
𝑧𝑥 = (𝜆(𝐻) + 2𝜇(𝐻))

𝑖𝛾(𝜂(𝐻)
1 𝜂2

(𝐻)−𝜂2(𝐻)
2 )

𝜂(𝐻)
1 𝜂2(𝐻)−𝛾2 + 𝑖𝛾𝜆(𝐻),

𝑍(𝐻)
𝑧𝑥 = (𝜆(𝐻) + 2𝜇(𝐻))

𝑖𝛾(𝜂(𝐻)
1 𝜂2

(𝐻)−𝜂2(𝐻)
2 )

𝜂(𝐻)
1 𝜂2(𝐻)−𝛾2 + 𝑖𝛾𝜆(𝐻),

(2.29)

实验表明，在微分方程的数值解过程中，步的大小的选择直接影响到正向算法

的计算速度和精度。因此，我们引入了一个势能函数，以获得层状介质中地震阻

抗张量的新迭代关系。让我们在这里引入势能函数 𝑢𝑝(𝑧)和 𝑢𝑠(𝑧)。那么在浅层瑞
利行波中，根据前面的本构关系，我们有

𝑢𝑥 = −𝑢′
𝑠(𝑧) + 𝑖𝛾𝑢𝑝(𝑧)

𝑢𝑧 = 𝑖𝛾𝑢𝑠(𝑧) + 𝑢′
𝑝(𝑧)

(2.30)

此处我们可以得到 𝑢𝑠(𝑧)和 𝑢𝑝(𝑧)的解：

𝑢′′
𝑠 − 𝜂2

𝑠 𝑢𝑠 = 0 ,当 𝜂𝑠 = √𝛾2 − 𝑘2
𝑠 , 𝑘𝑠 = 𝜔

𝑣𝑠
,Re 𝜂𝑠 > 0, 𝑣𝑠 = √

𝜇
𝜌——横波速

度

𝑢′′
𝑝 − 𝜂2

𝑝𝑢𝑝 = 0,当 𝜂𝑝 = √𝛾2 − 𝑘2
𝑝, 𝑘𝑝 = 𝜔

𝑣𝑝
,Re 𝜂𝑝 > 0, 𝑣𝑝 = √

𝜆+2𝜇
𝜌 ——纵波

速度
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2.1 层状介质中瑞利面波频散的计算方法

𝛾 > 𝑘𝑠 > 𝑘𝑝

考虑一个层中的场 𝑧 ∈ [𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛]，常数 𝜆𝑛, 𝜇𝑛, 𝜌𝑛，其中 𝑛 ∈ [1, 𝑁], 𝑧0 =
0, 𝑧𝑁 = −∞, ℎ = 𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1-层的厚度。在 𝑛−𝑀 层中 𝑢𝑝(𝑧)和 𝑢𝑠(𝑧)可以表示
为:

𝑢𝑠(𝑧) =
(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒−𝜂𝑠(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛)

𝑢𝑝(𝑧) =
(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒−𝜂𝑝(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛)

那么在这一层，我们有位移场分量

𝑢𝑥(𝑧) = 𝑖𝛾(
(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒−𝜂𝑝(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))−

(𝑛)𝜂 𝑠 (
(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒−𝜂𝑠(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))

𝑢𝑧(𝑧) = 𝑖𝛾(
(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒−𝜂𝑠(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))+

(𝑛)𝜂 𝑝 (
(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒−𝜂𝑝(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))

(2.31)
应力张量（3）根据关系（4）对于第 n层的两个分量看起来像

𝜎𝑥𝑧 = 𝜇 (𝑖𝛾𝑢𝑧(𝑧) + 𝑢′
𝑥(𝑧)) = 𝑍𝑥𝑥𝑢𝑥 + 𝑍𝑥𝑧𝑢𝑧

𝜎𝑧𝑧 = (𝜆 + 2𝜇)𝑢′
𝑧(𝑧) + 𝜆𝑖𝛾𝑢𝑥(𝑧) = 𝑍𝑧𝑥𝑢𝑥 + 𝑍𝑧𝑧𝑢𝑧

(2.32)

然后通过在 (-14)-(15)的左侧替换 (12)、(13)，我们发现：

𝜎𝑥𝑧 = 𝜇(−(𝛾2−
(𝑛)
𝜂2

𝑠 ))(
(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒−𝜂𝑠(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))+

+2𝑖𝛾
(𝑛)𝜂 𝑝 (

(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒−𝜂𝑝(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))

(2.33)

𝜎𝑧𝑧 = 2𝑖𝛾𝜇
(𝑛)𝜂 𝑠 (

(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒−𝜂𝑠(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))+

+((𝜆 + 2𝜇)
(𝑛)
𝜂2

𝑝 −𝜆𝛾2)(
(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝(𝑧−𝑧𝑛)−

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒−𝜂𝑝(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))

(2.34)

方程（17）中的部分 ((𝜆 + 2𝜇)
(𝑛)
𝜂2

𝑝 −𝜆𝛾2)可以进行如下的等式化简：

(𝜆 + 2𝜇)𝜂2
𝑝 − 𝜆𝛾2

=(𝜆 + 2𝜇) (𝛾2 − 𝑘2
𝑝) − 𝜆𝛾2

=2𝜇𝛾2 − 𝜌𝜔2

=𝜇 (𝛾2 + 𝜂2
𝑠 )

(2.35)

那么应力（17）可以被改写为：

𝜎𝑧𝑧 = 𝜇 (𝛾2 + 𝜂2
𝑠 ) (

(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝(𝑧−𝑧𝑛)−

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒−𝜂𝑝(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))+

+2𝑖𝛾𝜇
(𝑛)𝜂 𝑠 (

(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠(𝑧−𝑧𝑛)+

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒−𝜂𝑠(𝑛)(𝑧−𝑧𝑛))

(2.36)
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第 2章 计算层状介质中瑞利面波频散的正问题

那么对于 𝑧 = 𝑧𝑛处的 n层（在下边界），位移和应力可以用以下形式表示：

𝑢𝑧 (𝑧𝑛) = 𝑖𝛾
(

(𝑛)
𝐴𝑝 +

(𝑛)
𝐵𝑝)

− 𝜂𝑠 (
(𝑛)
𝐴𝑠 −

(𝑛)
𝐵𝑠)

𝑢𝑧 (𝑧𝑛) = 𝑖𝛾
(

(𝑛)
𝐴𝑠 +

(𝑛)
𝐵𝑠)

+ 𝜂𝑝 (
(𝑛)
𝐴𝑝 −

(𝑛)
𝐵𝑝)

(2.37)

𝜎𝑥𝑧 (𝑧𝑛) = 𝜇(−(𝛾2−
(𝑛)
𝜂2

𝑠 )(
(𝑛)
𝐴𝑠 −

(𝑛)
𝐵𝑠) + 2𝑖𝛾

(𝑛)𝜂 𝑝 (
(𝑛)
𝐴𝑝 −

(𝑛)
𝐵𝑝))

𝜎𝑧𝑧 (𝑧𝑛) = 𝜇 (𝛾2 + 𝜂2
𝑠 ) (

(𝑛)
𝐴𝑝 −

(𝑛)
𝐵𝑝) + 2𝑖𝛾𝜇

(𝑛)𝜂 𝑠 (
(𝑛)
𝐴𝑠 −

(𝑛)
𝐵𝑠)

(2.38)

在 𝑧 = 𝑧𝑛−1处（在上边界）有:

𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1) = 𝑖𝛾
(

(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝ℎ+

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ

)
− 𝜂𝑠 (

(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ

)

𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1) = 𝑖𝛾
(

(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠ℎ+

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ

)
+ 𝜂𝑝 (

(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ

)

(2.39)

𝜎𝑥𝑧 (𝑧𝑛−1) = 𝜇(−(𝛾2−
(𝑛)
𝜂2

𝑠 )(
(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ) + 2𝑖𝛾

(𝑛)𝜂 𝑝 (
(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ))

(2.40)

𝜎𝑧𝑧 (𝑧𝑛−1) = 𝜇 (𝛾2 + 𝜂2
𝑠 ) (

(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ) + 2𝑖𝛾𝜇

(𝑛)𝜂 𝑠 (
(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ)

(2.41)
然后知道地震阻抗张量 𝑍̂(𝑧𝑛)，代替 (20)和 (21)我们得到一个方程组:

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑖𝛾
(

(𝑛)
𝐴𝑝 +

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ

)
− 𝜂𝑠 (

(𝑛)
𝐴𝑠 −

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ

)
− 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1) = 0

𝑖𝛾
(

(𝑛)
𝐴𝑠 +

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ

)
+ 𝜂𝑝 (

(𝑛)
𝐴𝑝 −

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ

)
− 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1) = 0

𝜇(−(𝛾2−
(𝑛)
𝜂2

𝑠 )(
(𝑛)
𝐴𝑠 −

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ) + 2𝑖𝛾

(𝑛)𝜂 𝑝 (
(𝑛)
𝐴𝑝 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑝ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ)) − 𝑍𝑥𝑥𝑢𝑥(𝑧𝑛) + 𝑍𝑥𝑧𝑢𝑧(𝑧𝑛) = 0

𝜇 (𝛾2 + 𝜂2
𝑠 ) (

(𝑛)
𝐴𝑝 −

(𝑛)
𝐵𝑝 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑝ℎ) + 2𝑖𝛾𝜇

(𝑛)𝜂 𝑠 (
(𝑛)
𝐴𝑠 𝑒

(𝑛)
𝜂𝑠ℎ−

(𝑛)
𝐵𝑠 𝑒

(𝑛)
−𝜂𝑠ℎ) − 𝑍𝑧𝑥𝑢𝑥(𝑧𝑛) + 𝑍𝑧𝑧𝑢𝑧(𝑧𝑛) = 0

(2.42)

解决这个方程组，参数
(𝑛)
𝐴𝑠,

(𝑛)
𝐵𝑠,

(𝑛)
𝐴𝑝,

(𝑛)
𝐵𝑝可以表示为

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

(𝑛)
𝐴𝑠= 𝐾1 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑥 (𝑧𝑛−1) + 𝐾2 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1)
(𝑛)
𝐵𝑝= 𝐾3 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑥 (𝑧𝑛−1) + 𝐾4 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1)
(𝑛)
𝐴𝑠= 𝐾5 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑥 (𝑧𝑛−1) + 𝐾6 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1)
(𝑛)
𝐵𝑝= 𝐾7 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑥 (𝑧𝑛−1) + 𝐾8 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1)

(2.43)
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2.1 层状介质中瑞利面波频散的计算方法

通过将（24）代入（22），我们得到

{
𝜎𝑥𝑧 (𝑧𝑛−1) = 𝑄1 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑥 (𝑧𝑛−1) + 𝑄2 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1)
𝜎𝑧𝑧 (𝑧𝑛−1) = 𝑄3 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑥 (𝑧𝑛−1) + 𝑄4 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑢𝑧 (𝑧𝑛−1)

(2.44)

其中𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, 𝐾4, 𝐾5, 𝐾6, 𝐾7, 𝐾8, 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4是取决于张量 𝑍̂(𝑧𝑛)和 𝜆𝑛, 𝜇𝑛, 𝜌𝑛, ℎ𝑛

常数的参数。因此，我们已经确定了 n层的地震阻抗张量的迭代关系。

𝑍̂ (𝑧𝑛−1) =
|

𝑄1 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑄2 (𝑍̂ (𝑧𝑛))
𝑄3 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) 𝑄4 (𝑍̂ (𝑧𝑛)) |

(2.45)

注意，得到的迭代关系从根本上拒绝了文献 [1]中的微分方程（8）。设定一个层
状介质的模型，在 𝑧 = 𝐻 处使用 𝑍̂𝐻 值，很容易解决方程组并找到迭代关系 𝑍̂0。
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