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Во многих областях прикладной математики рассматриваются
случайные процессы X(t), задаваемые стохастическим дифферен-
циальным уравнением вида

dX(t) = a(t)dt+ b(t)dW, (1)

где W (t) – стандартный винеровский процесс. Коэффициенты
a(t) и b(t) – случайны и, вообще говоря, неизвестны. В частности,
уравнения вида (1) широко используются в задаче ассимиляции дан-
ных при анализе разномасштабной изменчивости геофизических пе-
ременных [1]. В частности, модель геометрического броуновского
движения

dX(t) = aX(t)dt+ bX(t)dW (2)

где a ∈ R, b > 0 .
В свой работе я пробую статистически оценить распределения

случайных величин a(t) и b(t). Принимая во внимание структуру
их функциональной зависимости от исходного процесса X(t) (на-
пример, как в моделях Леланда, Барлса–Сонера, Хестона, Кок-
са–Ингерсолла–Росса или Беляева и др.), я нахожу оценки числовых
параметров, входящих в эти модели.

Математически эту задачу можно сформулировать следующим
образом: пусть n > 0 и t0 = 0 < t1 < ... < tn — моменты времени, в
которые наблюдается процессX(t). Для простоты предположим, что
ti − t(i− 1) = 1 для любого i > 0. Обозначим Xi = X(ti), i = 1, ..., n.
Таким образом, анализируется временной ряд X1, ..., Xn. Поскольку
приращения винеровского процесса имеют нормальные распределе-
ния, из вида уравнения (1) вытекает, что распределение приращения
Xi −Xi−1 процесса X(t) можно аппроксимировать распределением
вида:

P (Xi −Xi−1 < x) ≈ EΦ(
x−Ai

Bi
), (3)
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где Φ(x) – стандартная нормальная функция распределения,

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt, x ∈ R

Ai ∈ R и Bi > 0 – случайные величины. В свою очередь, для рас-
пределений случайных величин Ai и Bi, по отношению к которым
берется математическое ожидание в (3), можно использовать дис-
кретную аппроксимацию. Тогда вместо (3) для распределения при-
ращения Xi − Xi−1 можно применить приближение вида конечной
смеси нормальных распределений

P (Xi −Xi−1 < x) ≈
K∑

k=1

Φ(
x− ak
bk

), (4)

где K ∈ N , pk ≥ 0, k = 1, ...,K, p1 + ... + pK = 1. Очевидно,
параметры pk, ak и pk зависят также от i и изменяются при переходе
от ti к ti+1.

Для решения задачи оценивания параметров сдвига (дрейфа) ak,
масштаба (диффузии) bk и весов компонент pk на каждом окне я
написал на языке Python ЕМ алгоритм, реализующий метод макси-
мального правдоподобия.
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