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Исследование характеристик систем массового обслуживания про-
изводится с помощью имитационного моделирования и аналитиче-
ски [1–3]. В представленной работе построена математическая мо-
дель СМО G|G|n|∞ в виде двумерного полумарковского процесса
ξ(t) ∈ E, E - множество пар (i, r), где i - число требований в си-
стеме в момент времени t, r = 0, если переход в i произошел после
окончания обслуживания, r = 1, если переход в i произошел после
прихода требования. Моменты tn прихода и ухода требований для
указанного двумерного процесса являются марковскими. Обозначим
ξn = (ξ(tn + 0), r(tn + 0)) - вложенная марковская цепь.

Переходные вероятности вложенной марковской цепи Pij(ind) =
P (ξn+1 = j|ξn = i, r = ind), ind ∈ {0, 1} имеют вид:

Pij(ind) =

=



0, |j − i| ≥ 2,

p
(0,+)
i =

∫∞
0
Bi(x)dηX(x), j = i+ 1, ind = 0, i < n,

p
(1,+)
i =

∫∞
0
Bi−1(x)G(x)dF (x), j = i+ 1, ind = 1, i ≤ n,

p
(0,+)
n+1 =

∫∞
0
Bn−1(x)G(x)dηX(x), j = i+ 1, ind = 0, i ≥ n,

p
(1,+)
n+1 =

∫∞
0
Bn(x)dF (x), j = i+ 1, ind = 1, i > n,

p
(0,−)
i = 1−

∫∞
0
Bi(x)dηX(x), j = i− 1, ind = 0, i < n,

p
(1,−)
i = 1−

∫∞
0
Bi−1(x)G(x)dF (x), j = i− 1, ind = 1, i ≤ n,

p
(0,−)
n+1 = 1−

∫∞
0
Bn−1(x)G(x)dηX(x), j = i− 1, ind = 0, i ≥ n,

p
(1,−)
n+1 = 1−

∫∞
0
Bn(x)dF (x), j = i− 1, ind = 1, i > n,

где F (t) - функция распределения интервалов между поступле-
ниями заявок, G(t) - функция распределения времени обслужива-
ния одной заявки в любом канале обслуживания, ηX(t) - функция
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распределения времени перескока, Bi(x) =

[∫∞
x
G(t)dt∫∞

0
G(t)dt

]i

, Bn(x) =[∫∞
x
G(t)dt∫∞

0
G(t)dt

]n

.

Обозначим Q = ((q
(0)
0 , q

(1)
0 ), (q

(0)
1 , q

(1)
1 ), . . .) - стационарное распре-

деление вложенной марковской цепи.
Утверждение 1.
Компоненты стационарного распределения вложенной марков-

ской цепи являются геометрической прогрессией при j ≥ n+ 1, если
r = 0 и при j ≥ n+ 2, если r = 1: q(r)j+1 = crq

(r)
j , r ∈ {0, 1}, 0 < cr < 1.

Следствие 1.
Система уравнений для нахождения стационарного распределе-

ния вложенной марковской цепи имеет вид:



q
(0)
0 = q

(0)
1 p

(0,−)
1 + q

(1)
1 p

(1,−)
1

q
(1)
0 = 0

q
(0)
1 = q

(0)
2 p

(0,−)
2 + q

(1)
2 p

(1,−)
2

q
(1)
1 = q

(0)
0

q
(0)
i = q

(0)
i+1p

(0,−)
i+1 + q

(1)
i+1p

(1,−)
i+1

q
(1)
i = q

(0)
i−1p

(0,+)
i−1 + q

(1)
i−1p

(1,+)
i−1 , 2 ≤ i ≤ n

q
(0)
n+1 = q

(0)
n+1c0p

(0,−)
n+1 + q

(1)
n+2p

(1,−)
n+1

q
(1)
n+1 = q

(0)
n p

(0,+)
n + q

(1)
n p

(1,+)
n

q
(1)
n+2 = q

(0)
n+1p

(0,+)
n+1 + q

(1)
n+1p

(1,+)
n+1

c1q
(1)
n+2 = q

(0)
n+1c0p

(0,+)
n+1 + q

(1)
n+2p

(1,+)
n+1

1

1− c0
q
(0)
n+1 +

∑n
i=0 q

(0)
i +

1

1− c1
q
(1)
n+2 +

∑n+1
i=0 q

(1)
i = 1

Утверждение 2.
Необходимое и достаточное условие существования стационарно-

го распределения вложенной марковской цепи имеет вид:

0 <
p
(1,+)
n+1

p
(0,−)
n+1

< 1

Смысл данного условия состоит в том, что в среднем заявки по-
ступают реже, чем успевают обслуживаться.
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В прикладных задачах чаще требуется предельное распределение
процесса ξ(t), Π = ((π

(0)
0 , π

(1)
0 ), (π

(0)
1 , π

(1)
1 ), . . .), компоненты которого

имеют вид:

π
(r)
j =

∫∞
0
F j(x)dx q

(r)
j∑∞

i=0

∫∞
0
F i(x)dx q

(0)
i +

∑∞
i=0

∫∞
0
F i(x)dx q

(1)
i

, r ∈ {0, 1},

где πj = lim
t→∞

P (ξ(t) = (j, 0)) + lim
t→∞

P (ξ(t) = (j, 1)) = π
(0)
j + π

(1)
j -

предельное распределение первой компоненты, т.е. числа требований
в системе, Fi(x) - функция распределения времени пребывания в
состоянии, зависит от последнего события в системе:

Fi(x, ind) =

=



0, |j − i| ≥ 2,

P (min{ηY1
, . . . , ηYk

, ηX} < x) = 1−Bi(x)ηX(x),

j = i± 1, ind = 0, i < n,

P (min{ηY1
, . . . , ηYk−1

, Yk, X} < x) = 1−Bi−1(x)G(x)F (x),

j = i± 1, ind = 1, i < n,

P (min{ηY1
, . . . , ηYn−1

, Yn, ηX} < x) = 1−Bn−1(x)G(x)ηX(x),

j = i± 1, ind = 0, i ≥ n,
P (min{ηY1 , . . . , ηYn , X} < x) = 1−Bn(x)F (x),

j = i± 1, ind = 1, i ≥ n,
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