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Пусть 𝐸 – невырожденная квадрика из семейства софокусных в R3, а 𝐷 – замкнутая
область на 𝐸, ограниченная конечным числом софокусных с 𝐸 квадрик, и имеющая углы
излома на границе равны 𝜋/2. Все такие области были классифицированы относитель-
но комбинаторной эквивалентности Г.В. Белозеровым в работе [1]. Рассмотрим движение
материальной точки внутри 𝐷 в поле упругой силы, центр которой расположен в начале
координат. Будем предполагать, что частица абсолютно упруго отражается от границы 𝐷.
Такая система будет кусочно-гладко интегрируемой гамильтоновой системой(подробнее об
ИГС см. в [2]. Дополнительный первый интеграл 𝐹 , функционально независимый с энер-
гией системы 𝐻, находится при помощи метода В.В. Козлова.

Теорема 1. В эллиптических координатах первые интегралы рассматриваемой си-
стемы имеют следующий общий вид вне зависимости от выбора квадрики 𝐸:
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где 𝑝𝑖 – импульс, соответствующий координате 𝜆𝑖, 𝑘 – коэффициент силы упругости,
а ∆𝑖 = (𝑎− 𝜆𝑖)(𝑏− 𝜆𝑖)(𝑐− 𝜆𝑖).
Замечание 1. При фиксировании квадрики 𝐸 одна из эллиптических координат стано-
вится постоянной, а импульс, соответствующий этой координате, обращается в нуль.

Рассмотрим в качестве 𝐸 однополостный гиперболоид. При разделении переменных
уравнения движения принимают вид:
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Подкоренной многочлен имеет 5 вещественных нулей (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜉1, 𝜉2) и один полюс первого
порядка. Заметим, что 𝜉1 и 𝜉2 также являются первыми интегралами рассматриваемой си-
стемы. В терминах новой пары интегралов были найдены области возможного движения
материальной точки, построены биффуркационные диаграммы для случаев притягива-
ющего и отталкивающего потенциалов и построены инварианты Фоменко–Цишанга для
всех типов биллиардных столов.
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